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AVIS AUX LECTEURS. 


Dans cet Ouvrage d’Arithmétique, j'ai cherché à exposer, sous une 
forme aussi simple que possible, soit certains résultats connus, soit 
des résultats nouveaux (!) relatifs à la théorie des nombres transcen- 
dants, c’est-à-dire des nombres qui ne sont racines d’aucune équation 
algébrique à coefficients entiers. J'espère avoir pu, en ne donnant 
cependant que des propriétés (2?) en grande partie nouvelles dans la 
forme ou dans le fond, rendre mon travail presque entièrement 
accessible aux étudiants. Une partie peut être lue par un élève de 
Mathématiques spéciales, le tout par un polytechnicien ou un licencié 
ès sciences mathématiques. 

Pour ne pas faire un Ouvrage trop volumineux, je me suis dispensé 
de traiter en détail bien des questions qui appellent des recherches 
plus étendues ou qui ont été approfondies ailleurs. Afin que l’on 
puisse se mettre au courant de la littérature du sujet, si on le désire, 
ce qui n’est pas nécessaire pour la lecture de l'Ouvrage, j'ai ajouté 
un index bibliographique. Il est court, car l'étude des nombres trans- 
cendants est un sujet presque entièrement neuf, où il y a d'autre part 
beaucoup à faire. 

Comme les matières de cette Introduction se rattachent par plus 
d’un point à la théorie des fonctions entières, j'ai complété l'index 


(1) Is ont fait l’objet de quatre communications à l’Académie des Sciences de 
Paris (Comptes rendus, 28 août 1905, 12 février, 2 avril, 2 juillet 1906). Voir encore 
em. et C. R. du Congrès de Lyon (Ass. franc. pour lavanc. des Sc., 1906) et 
Bull. Soc. Math., 19 juillet 1906. 

(2) J'ai dû toutefois reproduire, avec peu de changements, des démonstrations 
connues de la transcendance de e et 7. 


[T AVIS AUX LECTEURS. 
bibliographique par des renseignements très sommaires suffisants 
pour permettre au lecteur d'aborder cette dernière; enfin, jy ai 
signalé quelques Mémoires relatifs aux fonctions transcendantes, qui 


présentent certaines analogies avec les nombres transcendants. 
Je crois utile de résumer ci-dessous le contenu du Volume : 


Cuarirre L. — Je rappelle d’abord quelques résultats de la théorie 
des fractions continues arithmétiques, dont je fais grand usage, en 
esquissant une classification par ordres de ces fractions, d’après la 


rapidité de croissance des quotients incomplets. 


Cuarirre IL. — J'établis, d’après Liouville, un théorème fonda- 
mental qui donne une condition suffisante pour qu'un nombre, con- 
sidéré comme limite d’une suite de fractions rationnelles ordinaires, 
soit transcendant; j'appelle rzombres transcendants de Liouvrlle 
les nombres qui satisfont à cette condition. J’étends ce théorème au 
cas où les fractions sont des polynomes formésavec un nombre algé- 


brique et à coefficients rationnels. 


Cuapirre II. — On peut trouver des catégories étendues de 
nombres de Liouville (je les appelle nombres correspondants) qui, 
par addition, soustraction, multiplication ou division, ne donnent 
que des nombres rationnels ou transcendants de Liouville de même 
catégorie. Les nombres transcendants N de Liouville peuvent être 
caractérisés par une propriélé remarquable dont ils sont seuls à jouir 
parmi les nombres irrationnels : il y a une infinité des réduites de N? 
(p entier quelconque) qui sont puissances pie de réduites de N. 
Ceci me permet de définir, dans chaque catégorie, les nombres qui 


sont des puissances nELE exactes (1 entier) d’un nombre de la même 
DNS = te ris ! ! ee 
catégorie. Toutes les irrationnelles PA TEETA (p; qg, p', g! entiers, 
pq — gr) sont de même ordre que l’irrationnelle I. 
Caapirre IV. — Je montre ensuite que l’on peut considérer de 


manières extrèmement variées tout nombre réel rationnel, algébrique 


AVIS AUX LECTEURS. ui 
où transcendant comme racine de fonctions f(æ), où f(æ) est une 
série ou une fraction continue à coefficients rationnels. Ainsi, il ya 
une infinité de familles de ces séries, par exemple de fonctions 
entières de même ordre, telles que les racines des séries de la famille 
donnent tous les nombres possibles, réels où même imaginaires. 
Inversement, tout nombre réel est, d'une infinité de façons, repré- 
sentable par des séries ou des fractions continues f(x) pour x ra- 


tionnel. 


Caaprrre V. — J'étudie encore ce que j'appelle les fonctions 
génératrices f(x) de nombres transcendants; je détermine des 
catégories étendues de pareilles fonctions, à coefficients rationnels, 
pour lesquelles f(x) est transcendant dès que x est rationnel ou 
algébrique (x -£ o) et même des catégories de fonctions f, fi, fa, .…, 


fr, -., telles que toute fonction analogue à 
P(z)= fit. (fx(æ))...))) 


est transcendante dès que x est rationnel > o. 


Caaprrre VI. — J'indique, en me basant sur la théorie des frac- 
tions continues arithmétiques, un moyen de distinguer certaines 
catégories de nombres. J’en conclus ainsi que les fractions continues 
quasi-périodiques à quotients incomplets limités et le nombre e, qui 


sont des nombres transcendants, ne sont pas des nombres de Liouville. 


Caavrrre VIL — Je m'occupe des fractions décimales et des frac- 
tions continues quasi-périodiques : ce sont des nombres transcen- 
dants, au moins sous certaines conditions. Si [ est une fraction 
continue quasi-périodique, il en est de même, dans des cas étendus, 


de pg='Llet I? (p, q enters). 


Cuavrrre VIII — Je signale des familles de séries à coefficients 


rationnels telles que leurs racines, comme celles des équations algé- 


iv AVIS AUX LECTEURS. 

briques à coefficients entiers, ne peuvent présenter, dans la partie 
décimale de leur développement, des suites de zéros d’étendue trop 
rapidement croissante au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la vir- 
gule. Une propriété corrélative a lieu pour les quotients incomplets 
du développement en fraction continue des racines : ceux-ci ne 


peuvent croître trop vite. 


Cuarrrre IX. — Je donne une démonstration connue de la trans- 
cendance des nombres e et, et je traite la question de l'impossibilité 
de la quadrature du cercle, en expliquant dans quel sens il faut 


l'entendre. 


Cuarirrne X. — Dans les Chapitres X à XII, j'envisage l’extension 
aux séries à coefficients rationnels de plusieurs propriétés des poly- 
nomes à coefficients rationnels. Certaines se conservent toujours, 
d’autres ne restent vraies que pour des types particuliers de séries, 
dont je forme quelques-uns. On arrive toutefois à des analogies plus 
profondes et plus habituelles quand on considère, non plus les séries 
à coefficients rationnels, mais les séries dont les coefficients sont 
formés rationnellement avec les nombres de certains ensembles, par 


exemple avec des nombres de Liouville correspondants. 


Cnarirrre XI. — Je passe aux fonctions symétriques des racines 
des séries à coefficients rationnels, ce qui me conduit à proposer de 
définir comme entiers transcendants, sous réserves de certaines véri- 
fications ultérieures, des catégories de nombres transcendants : ainsi 


zr et Lo seraient des entiers transcendants. 


Cuarirre XII. — Je termine en montrant certaines difficultés de 
l'extension aux fonctions entières à coefficients rationnels de la 
notion connue de réductibilité pour les polynomes à coefficients 


entiers; incidemment j'établis un résultat très général relatif à 
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la densité des racines des fonctions entières dites d'ordre zéro 


(apphcable à toutes celles d'indice Z “ie 


Nore 1. — Je donne des indications sur certains modes de classi- 
fication des fonctions entières analogues aux procédés de classifica- 
tion des fractions continues arithmétiques et sur les groupes de 
fonctions entières. 


Noxe Il. — C’est un complément aux Chapitres VI et VII. J'y 
indique par exemple des critères pour reconnaître si un nombre 
positif donné par son développement en fraction continue est un 
nombre Ï de Liouville ; dans des cas étendus, le nombre décimal I et 
la fraction continue ÿ/I sont quasi-périodiques, e!, a! (a entier), l'sont 


transcendants. 


Nore III. — Elle est relative aux analogies entre les fonctions 


transcendantes et les nombres transcendants. 


Nore IV. — Elle comprend la bibliographie dont j'ai parlé plus 
haut. 


Je signale dans mon Ouvrage de nombreux sujets d’études, souvent 
abordables, relatifs à la théorie des nombres transcendants et des 
propriétés arithmétiques des fonctions, théorie où il y a, je pense, 
beaucoup à faire (voir, en particulier, p. 161-164 et p. 2H) ALDE 
plus, la Note II, sur les fonctions transcendantes et hypertranscen- 


dantes, peut être la base de travaux étendus. 


Bourg-la-Reine, février-août 1906. 
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CHAPITRE L 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS CONTINUES. 


Soit la quantité 


(x) PT Ai JG IG. 
ou encore 
I 
do + 
1 
Tir 
eo + 
I 
ho — 
An 
On a, par définition, 
&o P, dodi +! Ê 
1 Diam 1e. —. 1, 
1 ce a Qi 
CALE A0 Æi An = A + Me P; 
bb = Go+i: HI! do = Ag+ii —— — = ; 
o CATEESS Q» 
5 no à BE 6 DO NS CO MDI SR CE ‘ 
: PF; 
lj= Gti: a+... .+iia;= —) 
Ÿ; 


ane unes sie eo tale) .013) 


(:) Pour plus de détails au sujet de la théorie des fractions continues, consulter 
LEGENDRE, Théorie des nombres, t. I, 3° édition, 1830; SERRET, Algèbre supérieure, 
t. I, 5° édition, Gauthier-Villars; 1885. Il y a toujours profit à lire Legendre, et 
aussi Lagrange, ou au moins à parcourir leurs OEuvres. 

M. 


2 CHAPITRE I. 


{ Pi =, P, = aa +1, P, = Go @i 4o+ Aj+ A9 = Pia+ Po, oo 


(2) 


| Dr OQi= ar, J2 = dj I = Qias+ Qo, ... 


P;, Q; étant des polynomes en 45, &,,..., aj. 1; est ce qu’on appelle 
la réduite de rang ou d’ordre j de 1,, T1, est une fraction continue 
limitée, ao, 4, ..., a, sont les quotients incomplets. 

On peut évidemment considérer des fractions continues clli- 


mitées 
I=a+tia+...+i an+i:...: 


cette fraction, par définition, aura pour valeur la limite de 1, quand 
n croît indéfiniment, si elle existe. Dans ce dermier cas, on dira que 


la fraction continue est conver gente. 


nr per TV Ent. -- 


est alors ce qu'on appelle le quotient complet de rang ou d'ordre n 
de I. 


1° On a 
(3) Pr—=Prian tt Pre, Qn= Qn14n+ Qn. 


Enveffet, ceci a lieu, pourir —, d’après (2); j'admets que ceci 


altlieu pour 7 0n: 


Pyr1 


[1 a Q , 
m+1 


1,41 se déduit de [,, en y remplaçant a» par an +1: Qui, 


Pr Pm = P y»—1 mn + Pre . 
o7 Q nt mn + (OVER 
et m1) Pen _ Am (Pr An + Pr) Sn P m1 
OA Le nr) + 07 € m+1\ Ge Am OP) te 07 k 
P nn + Pr 
Oman nu Qn1 k 


lt 
lt = 


P] A r TS 
d'où, par définition de P,,, et Q1, 


Pres = Pr me + Pn-1; Qu = Qyn mt + Or CHONFEIDS 


QUELQUES PROPRIÈTEÉS DES FRACTIONS CONTINUES. Ô 


2° Ona 
(4) pe O2 Pr0 1 — (=) 


et, par suite, st les a; sont entiers réels, P, et Q, sont des entiers 
premiers entre eux. 


En effet, d’après (3), 


Pr Qn— Pr Qn+1 
— (Pons EP; )Qn— Pr(Qnan+1 + Qn=1) 
= P-1Qn— P, Qz= =...=(— 1) 1(P3 Q1 — P; Q:2) ee ne 


d’après (2). 


3° Si an est réel > 0 et si, à partir d’une certaine valeur y 
de n, le nombre a, estZ1, la fraction continue T est convergente. 


En effet, quand n2y, ay Z1; d’après (3), 
Qn2Qn1+ Qn-2> 2Qn-0; 


soit g le plus petit des deux nombres Q,_, et Q, ,;ona 


020109; Op: 
Qvyro > 2 0202 g; Qu: > 204 > D 
Qi 2g, Qvurjm> 2/51 q 


et Q, croît indéfiniment avec n. D’après (4), 


De es Pr 


= _—_— = (—1)t LOS 
nl 0 0 ( ) Q> Qui: 


1,1 — I 


a pour limite zéro quand n croît indéfiniment. De plus 


n=V HA 


ER RE À O707 4-2 ES 


Li — + (In — Im), 
0 


4 CHAPITRE I. 


lorsque À croît indéfiniment, tend vers une limite, à savoir la valeur 


de la série convergente 


l = L+ D (nt 1h); 
0 


qui est précisément la valeur de I. 


4 On a 
PrTn41 + Pr1 


r-{ QxTn1+ Qn1 


(5) l 


En effet, il suffit de remarquer que I se déduit de 


Ph1 Et Prant1+ Pos 
Qn1 Q» An+1 + Qn1 


I = 
en y remplaçant &p41 Par Zn: 


Ce qui précède ne suppose d’ailleurs nullement, en général, que 
les a, soient entiers. Je vais maintenant ne considérer que des valeurs 
positives entières des a, : les fractions continues correspondantes 
sont dites des fractions continues arithmétiques (*). 


5° L'est compris entre L,., et I, et, de plus, 
(6) RME 
En effet, d’après (5), 
Tn41(Qn1 — Pr) = Pr — Qu1l, 
Q% 5-1 — 1 Qu \ 


HO = SAT — Cr (an + a) NE 


(') En général, une fraction continue arithmétique est une expression de la 

forme 
I=a+b'a+b,:a,+...+b,ia,+..., 

OUMÉSSQUANTITESSQ Ce re b,, b,, ..., b,, ... ont des valeurs numériques 
réelles ou imaginaires; une fraction continue algébrique est une expression de la 
même forme, où les a; et les b; sont des fonctions d’une ou de plusieurs variables. 
Quand les b; sont tous égaux à r, les considérations et les formules des quatre pre- 
miers numéros s'appliquent évidemment aux deux catégories de fractions continues. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS CONTINUES. 5 
d’après (3), puisque TnHZ Ani2T) nZ1. (6) en résulte de suite, 
et[—1,_,, [— TI, sont de signes contraires. 

6° On a 
(7) COQ O2 II, | < (Oz Qu). 


En effet, d’après ce qu'on vient de voir et (4), 


(B — I, | < ln — I; | = (OO en ls 


de même 
2|[—1I,| => [nei—1|+ IT, = [lus —l;| NO On) C. Q-F. D. 


0 A 7 . . F . 
HSE L — 5] <|I—1I,,:|, g “tant une fraction trréductible 


ou non, on «d 
B > Qhe 


En effet, on a a fortiori, d’après (6), 
Ip < NL: 


A : 
E approche plus de I que I, et 1,4, et est compris entre let 


A A 2 Le 
— — I, est de même signe que [y,4—11—(—1)*Q;'Q:,. 


par suite E 


Alors 
n AO ADP 
CAE) (5-H) = (— 1) o— 0h QE 
ve , 
AQ, — BP, est entier £ 0, puisque Ë Z I, et il en résulte 
Qx Qh#1 < BQ», Qars << B. C. Q. F. D. 


ST L — î Hier : est une réduite de 1. 


On peut supposer . irréductible, le cas où elle ne le serait pas se 


B 
ramenant de suite au cas où elle le serait. On a 


A () 


{8) = EE DMTENIE 
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je développe : en fraction continue (!) 


(9) Shirt +iibee = 


ici b3> 1, sans quoi l’on pourrait remplacer bx_1 +1: bx par 0x1 +1; 


donc aussi 


S = botiibite + (be + 


c’est-à-dire, en posant 


! ! 
bx—1= x, 1— by. 


(ro) = botiibite+ tb thus 


cette dernière formule est analogue à (9), mais les nombres des quo- 
tients incomplets de (9) et (10) sont de parité différente : je pourrai 


(:) Soit I un nombre positif quelconque > 0. Pour le développer en fraction 
continue, on prend le plus grand entier a, contenu dans I et l’on pose 


la nr 
d’où 
ZT, >1; 
on opère sur æ, > 1 comme on l’a fait sur I 


DA ON T. SET RRE 
d’où 
GE. Ti >1 
et ainsi de suite. De là le nom de quotients complets donné à z,, æ,, ...; de quo- 
tients incomplets donné à a, a,, .... Cette opération se termine quand I est 


: : M $ 
rationnel; car soit I — TR M, M, premiers entre eux; on a 
1 


M 
M=M,a,+ M,, T, = TL M= M, a, +- M, T; = _ x 
2 3 
M = MÉGEERS DMC 


La suite des opérations est alors la même que dans la recherche du plus grand 


commun diviseur de M et M,. Réciproquement, une fraction continue limitée est 
évidemment égale à un nombre rationnel. 


QUELQUES PROPRIÈTÉS DES FRACTIONS CONTINUES. gl 


: A à 
donc toujours mettre sous la forme (9), en supposant # à volonté 


> 
pair ou impair, b4—=1 où > 1. 


Ceci posé. je détermine le nombre Yan par l'égalité 


(11) = PE VE E Pr1 
JEVE SE kr 


joe _ Â : A 
— étant la ce réduite de p:9na 


qi 


ee À _ PrYku+ Pr PE __ _Pk19k—PxgknA 
B  qgryYru+gr1 4x  Q(gkYrmi+ ki) 


D’après (4) et (8), 


A (—1)# () 
fie té 
B 


= QGk(GkIkH + gr) Mn CE 


H 


Je choisis la parité de # de façon que (— 1)* et + 4 soient de même 
signe; 1l en résulte 


2qx= Ô(grYkr + gx), 


2qr—0qxi = 2 


ne 
0g%x (] M 


V1 = 


Par suite, d’après (9) et (11), 
[= bj+ribi+...+i: br: yru, 


où Fam est >1; si l’on développe yx,, en fraction continue et que 
l’on substitue dans la formule ci-dessus, on obtient le développement 


: : A T1: ; , Ê 
en fraction continue de [, dont 5 St dès lors, une réduite. 


a RES MU 
9° Sur la différence || — ;| 5 étant une fraction trréduc- 
tible. 
ST É n'est pas réduite de I, B étant compris entre CHerO ET 
A : S 2 = 
(12) 1 $ 2h (2035) [20% (ae a) À. 


8 CHAPITRE I. 
1 A Z Q Ph 
STReS CURE ELU dm —— 5.’ 
B rm 


A 9 — 
(13) [2B1(0%%-E ne 07 QE EE 1 = “A LUQ:1Q 44) 1<NBT'a7n) Ë 


En effet, si l’on a 


LE £(2B2)-1, 
: p MAÉ 7e 
À est une des réduites de 1, 1,= 925 et B= Qu, À = Pa: d'après (7), 
[D 


À | 
CO0 ne ii 5. 07207 nee 


d’après (3), 
O0 47e Or Qran1< OPEN Qh(an+1 +1), 
d’où : 


| À : 
(13) RNCS ÿ NO C1 


Soit maintenant 


B est compris entre deux dénominateurs Q,, Q,,, des réduites, et 


£ Q< B << OZRE 
(12) a lieu. 


10° Classification provisoire des fractions continues arithmé- 
tiques. 


Je vais indiquer ci-dessous une classification des fractions conti- 
nues arithmétiques I— a, +1:a;+...+1:a;+..., basée sur la 
rapidité de croissance des modules des quotients incomplets &,, les a, 
étant supposés quelconques, entiers, réels (1). 


(") Une classification identique semble provisoirement acceptable quand 
a, =f+g Vs 


est entier imaginaire ( f et g entiers quelconques). 
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Soit 
f l 
e—=I1+-- Ne 
il > 


la base des logarithmes népériens. Je pose 


Ce) 2: EME, ex(T) = etilx) = 67, LAS 


ex11(æ) = ext), ue 
quand Æ entier 20: 


lo Er, log; x = logæ, logs æ = log(logix), Écne 


logx,+1 = log(logz, x), ee 
quand #; entier Zo, les logarithmes étant népériens, puis 
(14) \ Bee to, 
m entier positif ou négatif, ce qui donne 


EmH1(T) = l08-»-1(x) = €tm(æ) = log_1(log_»X), 


Em—1(T) = log; m T lose (v)] =; (6) 


et, en général, 
Emim,(Z) == loue à 


m, M” étant entiers, positifs, nuls ou négatifs. 


Je considère la suite &5, &, ..., a, .... Si l’on a, pour une infi- 


nité de valeurs n, de n, 


DORE = een 0) pour, 420, Na, | = e;(r1)P pour "£Éo, 


e,, étant positif ou négatif, mais tendant vers o quand n, croît indéfi- 
niment; si, de plus, les autres quantités ay, à partir d’une certaine 


valeur y de », sont telles que 
COM IE EG) pour AZ 0; la er) pour ts. 


le nombre posiuf e, fixé à l’avance, élant aussi petit qu'on veut, Je 
dirai, o étant ici un nombre positif qui n’est mi nul ni infini et Æ un 
entier positif, nul ou négatif, que la suite ao, &1, ..., an, ..., ou le 
nombre 1, est d’ordre (k, 2) (1). Les quotients a,, satisfaisant à (15) 


(1) On pourrait aussi adopter une classification plus simple en prenant seulement, 
quel que soit #, soit les deux premières inégalités (15) et (16), soit les dernières; 


10 CHAPITRE I. 


seront dits les quotients incomplets principaux. Les réduites cor- 
respondantes [,,_, de [ seront les réduites principales. On a évi- 
demment à la fois, quand y est assez grand et n,Zy, d’après (15) 


et(16); 


( ex(nf +) <an,|<ex(nftt), lan|<ex(nP+t) <ex(nptt), Ko 


tt | ex(n1)9-E<|an,| <ex(n)Pr, ax] <'er(n)PE <'ex(n)Pfs, VASTE 
On dira que (k:,p,) est <(Kk,o) st l’on a 

riËl VEN, 

ou 

2° Pi LP, VE 


Cette classification laisse de côté trois cas extrêmes : 1° celui où, 
quel que soit £, dès que £ est assez grand, on a 


Face zta)e 


si petits que soient # (négatif) et p; les fractions Î correspondantes 
seront dites d’ordre (— æ, 2), ou, simplement, — æ : c’est le cas 
quand tous les coefficients incomplets de I ont leurs modules limités ; 
2° celui où, dès que £ est assez grand, on a, pour une infinité de 
valeurs z, de ë, 

la > ex (2), 


si grands que soient # et 9; les fractions I correspondantes seront dites 
d’ordre (+, »), ou, simplement, +; 3° celui où p = 0 ou w: 
une fraction [ d'ordre (#,0), par définition, d’abord est telle que e 
étant fixé aussi pelit qu'on veut, mais positif, à partir d’une certaine 
valeur de n, 


lan|<ek(n£f), ou [ar|<ex(r) (&Z ou <o), 
ensuite est telle que, pour une infinité de valeurs », de n, 
lan, | > exi(nê +), ou lan, | > €x-1 (7 PE (Æ=ou=o), 


si grand que soit p. 


celle que je choisis ici, à titre provisoire, conduit plus loin à un énoncé plus simple 
et plus précis (Chap. IL, p. 55). 

Toutes ces classifications ont leurs analogues dans la théorie des fonctions entières 
(note I à la fin du Volume). 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS CONTINUES. TL 


À nr À s. 
Une fraction d'ordre (4 — 1,æ) satisfait aux mêmes conditions, par 
définiuon, et l’on peut écrire (!) | 


CONS). 


Voici des exemples : 
Quand | a, |£a, a limité, on a vu que [ est d'ordre — +. 
Quand ay —1, ay — 4n —2 pourn>o, 


Un — NIitEn — ep (71 TEn ), 


> 
(1+er)logrn — logn + log (à — “po 
a 


mn (sà) 
L2 


Ep = ——————— 2. 
TT ] _ 
ogsn 


L'ordre est ici (0, 1); on sait d’autre part que 


l'=i+2ir+i:6+r:10+...+r {nn —2+I1:...—=e; 
donc, par extension : 


Le développement en fraction continue de e est d'ordre (0, 1) (?). 


(:) Cette classification, qui correspond à une classification des fonctions entières 
(note I à la fin du Volume), ne doit être regardée que comme provisoire. Elle 
pourra être remaniée quand on aura classé les fractions continues algébriques qui 
définissent des quotients de fonctions entières, c'est-à-dire de séries à rayon de con- 
vergence infini. Des travaux de M. A. Auric sont en cours à ce sujet (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences, 7 août 1905, p. 344). Il est à espérer qu’une 
certaine correspondance pourra être établie entre l’ordre dans les deux classifications, 
après des remaniements convenables, s’il y a lieu. 

Peut-être aussi des travaux ultérieurs conduiront-ils à modifier ou à préciser toutes 
ces classifications. 

(2) Je demande qu'on admette ici que e possède un développement en fraction 
continue de cette forme; voir plus loin page 1235. 

On a d’ailleurs 


GI RE En UE One am Vo loin PEN Len et DO Un OC O0 


Quand je dis que le développement précité de e en fraction continue est d'ordre 
(o, t), j'étends légèrement les définitions précédentes : ce développement rentre dans 
la catégorie des fractions continues 


J=a+Riat.. +; ati; t+ti:dit...+r'a,+..., 


où les «;, $; peuvent être absolument quelconques, mais £ 0; on peut évidemment 
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Je prends encore pour 4, l’entier immédiatement supérieur à e,(n). 
D'après (15), et ne peuvent être finis; si p —0, À ne peut non plus 


être fim : L'est alors d'ordre + «. 


>— 


adopter pour elles les mêmes définitions de l’ordre. 
Ceci pose une question intéressante : 


L'ordre de 
REC em ee mel ent came 0: 


c’est-à-dire d’une fraction continue qui possède à partir d'un certain rang les 


mêmes numérateurs et dénominateurs x, $;, a, que J, est-il le même? 


Je suppose que J soit d'ordre (k,p); il est bien évident que J' n’est pas d'ordre 
= P)cclas [Nsatisfait à (rs )et(r6)ipour J Dans JS arte ler) Eu oE 
tient incomplet, et, si &, est un quotient principal de J, 


la, 1> eCnt), OU la, | > e(n}e* (k=0 ouE0); 


d’après (17); soit 


GE N—=(n + mn 
avec 
C— C1. 10: 

Fire) 
2h =çn+mim, (n+mym=(i+Z) Me 
— — = n in —= — mg 
n+m i “ CRE Tin “log(n+m) 


et limn, = 0 pour ñn =. Donc, n étant aussi petit qu’on veut et > 0, et £ > 0, 
1 | > eal(r+ min] 


pour une infinité de valeurs de n; J' est d’ordre (K,o). 


De même, si Æ Lo, K—=—Kk,,e,(n) = logk,n,ona 
AE mMm<2n, log(n + m)<log2n <2logn, 
log, (n + m) <log(2logn) <alog,n, …,  logk,(n + m) < 2logx,n < (logzx,n)t+e, 
p—E 


en) > e,(n + m)i+i>e.(n + mm)"; 
donc 
la,| > er + mn. 


J' est encore d'ordre (Kk,p). 
Ces résultats restent dès lors également vrais si q - 
g rais si quelques-uns des «;, $; manquent 


dans le développement J'. 


pr 1 N Q 1 à ER 
On verra d’ailleurs plus loin (Chap. II, p. 56) que les divers développements ana- 
logues à J d’une mê i i : ù les S É i 
g ons irrationnelle réelle, où les æ;, 8 a, sont réels et les &a, entiers 
et >,0 sont de mème ordre, 


CHAPITRE I. 


CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UN NOMBRE SOIT TRANSCENDANT. 
NOMBRES DE LIOUVILLE. 


On doit à Liouville () cette propriété fondamentale : 


THéorëme. — Soient £ une quantité quelconque, 
Eee Fee 

= — . , = — 3 .. 
Qi GUN Q7 


des fractions rationnelles réelles ou imaginaires, dont une En fi- 
nité ont des valeurs distinctes (?), à dénominateurs réels, qui 
tendent vers la limite £ quand n croit indéfiniment, et dont les 
dénominateurs croissent indéfiniment (*) au moins à partir d’un 
certain indice. 

£ ne peut étre racine d’une équation algébrique à coeflicients 
entiers de degré £a, c'est-à-dire £ ne peut étre une trrationnelle 
algébrique de degré =u que si l’on a, dès que n est assez grand, 


pour toute valeur de n, 


nee I» | AMONT 


M étant une quantité indépendante de n. 


(:) Journ. de Math., 1851, p. 133. 
(2) Ces fractions peuvent être irréductibles où non; si, à partir d’une certaine 
valeur de 7, on avait [,— const.. la limite serait évidemment une quantité ration- 


: nur +gV—r , , 
nelle. J’appelle ici fraction rationnelle une fraction Is NT PATTES 
are DNA 


sont entiers, positifs ou négatifs : la multiplication des deux membres par f'— g'—1 


donne un dénominateur réel. 
(3) Ceci n’est qu’une conséquence de l’hypothèse que la suite contient une infinité 


de fractions ayant des valeurs distinctes. 
On peut toujours, dans les raisonnements, considérer si l’on veut &$ +1 #6, au lieu 


e 


de Ë; par suite, on peut y supposer 6 À 0. 
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Si cette inégalité est en défaut, quel que soit 4, pour une infinité 
de valeurs de n, £ est transcendant : je dirai alors que c’est un nombre 
transcendant de Liouville; la suite des [, sera dite, dans ce cas, 
une suite de Liouville. 

L'inégalité ci-dessus s'établit simplement : Je vais la démontrer en 
l'étendant au cas où l’on considère des fractions rationnelles formées 
avec un nombre algébrique, réel ou imaginaire (voir l'énoncé, p. 19). 


Je rappellerai d’abord qu’un nombre algébrique «, est, par défini- 
tion, une racine d’une équation algébrique irréductible à coefficients 
entiers réels 

9(%)—=0; 


soient d le degré de cette équation, &,, 4, ..., 44 les d racines : elles 
sont distinctes : on dit qu’elles sont conjuguées. 

Quand le coefficient du terme de degré le plus élevé dans 2(x), 
après suppression des facteurs communs à tous les coefficients, est 
l’unité, on dit que 4, est un nombre entier algébrique. Si (1) 


(12) o(æ) = Aomd+ Aymdl +... + Ay=o, 


où À, est positif, et si l'on pose 


on voit de suite que y est un entier algébrique. 
Je considère maintenant une fraction rationnelle 


PA tar) 
I FE) EEE à 
a ( 1 Q;(æ) 


où le numérateur et le dénominateur sont des polynomes en 4, à 
coefficients entiers réels: on pourrait supposer, si l’on voulait, que 


P,(a)elt Q,(x,) sont de degré£ d— 1, car, si ak, avec k2> 0, figure 


dans un quelconque des deux polynomes, on peut remplacer dre par 


un polynome de degré inférieur, en tenant compte de &(«,)— 0, et 
. . “ 
abaisser progressivement les degrés de Palau) et Qu), jusqu’à ce 


l na BC] ù ñ iè à 
(ti) Je désigne par la notation (n,) la mième formule numérotée du J'è®e Chapitre 
Toutefois, pour le premier Chapitre, j'ai supprimé les indices. 
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que ces degrés ne dépassent pas d — 1 : je ne supposerai pas cette 
réduction de degré faite nécessairement. 

Si Qu(a) contient effectivement 4,, Je poserai 


Ph(a) Qn(œ) .. Q>(aa) 


LES — : 
(a) Qn(ai) Qn(a) ... Qu(xe) 


L 


Le dénominateur du second membre est une fonction symétrique 
des racines de 2(4,)—0, par suite un nombre rationnel ordinaire 
réel. D'autre part, prenant l’équation dont Q,(«), Os : 
Qu(œa) sont racines, ses coefficients sont rationnels; en la divisant 
par Q — Q,(:,), on obtient une fonction de Q dont les coefficients 
sont des polynomes en ,, à coefficients rationnels réels; l’un de ces 
coefficients est justement Q,(a)...Q;(au). Finalement la fraction 
peut toujours se mettre sous la forme 


: 7 (UE ) 
tn(&) —= nn 


où Pr(a,) est un polynome en «x,, à coefficients entiers réels, de 
degré £ d — 1 si l’on veut, et 9, un entier ordinaire réel. 

Je considère alors un nombre algébrique 8 -£ o racine d’une équa- 
tion irréductible donnée à coefficients entiers réels de degré à 


f(B) = 0, 
et une fraction 
n— pi) A Po 
q q 


2 


analogue à 4,(4,) et approchée de $ (q étant entier), MAIS 0, 
c’est-à-dire que p(a,)<0, paisque B£<o, et | —5| est assez 
petit. Les racines de f(æ) sont distinctes, et f'(8) £ 0; la racine y 
de f'(x) pour laquelle | y — 8 | est minimum diffère de f. Si 


M 
: NL, 
Lf'(B)! n 


pour toutes les valeurs de À de module inférieur au nombre positif n 
assez petit 
| EP A)IE 
Ce ; n2 


puisque f(x) et f'(x) sont des fonctions continues. 
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Je suppose alors 
B—9d|<n; 


on pourra écrire 


= 9 + A, o—(P}= (5) 7A 


D'ailleurs, si 


f(x) = aord+ ax 1+...+ as, 


(22) fO)= gap, + gp +... aëq), 


qui n’est pas nul, car à n’est pas racine de f(x). 

Quand +, est un nombre rationnel ordinaire, 4, où un nombre 
a + bi, où l’on peut supposer dans les deux cas à et b entiers. le 
numérateur du second membre est de la forme N+N,z, où Net N, 
sont entiers, l’un étant -< o, et l’on a 


(32) Lf(S) 12 98. 


Si n est suffisammeut petit, À est de la forme 
1 h {4 \ 1 A 
A = JP —R) ECTS A) ES NEA 


où |e | est aussi petit qu’on veut dès que | h| est assez petit. Done 


qi<|f(s)|=|RAISMI2 |, 
(4) |RA|=1B—5|2(Mgèy1. 


Par conséquent, étant donnée une suite de fractions rationnelles 
réelles ou imaginaires 1,, 1, ..., [,, ... à dénominateurs réels, qui 
ont pour limite un nombre Ë, si, parmi ces fractions, il y en a une 
infinité qui ont des valeurs distinctes, ce nombre ne peut être racine 
d’une équation algébrique irréductible de degré à, ou, & fortiori, de 
degré à, que si l’on a, à partür d’une certaine valeur de n, 


(52) |E— I» |2(MQa) 6, 


où M ne dépend que de l'équation considérée : c’est le théorème de 
Liouville. 
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Mais, quand à, est un nombre algébrique, on ne peut plus écrire 
que le numérateur P,, du second membre de (2,) a son module (ere 

Je remarque alors, P,, étant sous la forme d’un polynome en 4, de 
degré k' et posant Vi Aou. Ya— Aus, que Ps, est de la forme 
ADP où P;;, est un polynome à coefficients entiers, de degré k! 
en y;. D'ailleurs, 


Polo . Por AAA PES .. PA Æ 0, 


puisque &(x) est irréductible, et qu'aucune de ses racines ne peut 
annuler le polynome P(x) (2). Or, P;,, ..., P,, est une fonction 
symétrique des racines d’un polynome à coefficients entiers 


A1 ia ] = y + A, pt A, A0... + AGAT I = 0, 


, 430 / 
où le terme de degré le plus élevé a pour coefficient l'unité : c’est 
donc un entier, et sa valeur absolue est 21. Il en résulte 


| Po fe A Se po . “Po, me 
et, d’après (22), 
(62) BONE Ron, PSC PE 


Quand on aura substitué dans le second membre à P,,, ..., P,,des 
limites supérieures déduites de la limite supérieure du module des 
racines %», ..., 44 de ©(x), on aura une formule qui pourra rem- 
placer (3,), et conduira de la même manière à une inégalité analogue 
à (4>). Je vais donc m'occuper de cette dernière question. 

Or, puisque A, > o dans (1:),ona 


0 = p(a) = Aoag + Aya ti +...+ A, 


Aolat|£||Asagt|+...+] Al. 


(‘) On ne sait si ce numérateur n’est pas aussi petit qu'on veut : 


(yÿ2=—:) = Ava +8, 


où A'et B’ sont entiers ordinaires positifs ou négatifs et fonctions de n, est, en effet, 
aussi pelit qu'on veut quand À» est assez grand. 

(2) Sans quoi 9(æ) aurait un diviseur commun avec P(æ); 9(x), étant irréduc- 
tible, diviserait P(æ), comme on sait ou comme on le voit facilement, et l’on au- 
rait Pa, = 0, contrairement à l’hypothèse $ 0, n suffisamment petit. 


M. 2 
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Soit A! le plus grand des modules des coefficients À,, ..., A4, p le 


module de #,, supposé >1;0ona 
o%— 1 


A 6p2£ A'(pd1+ pdt +. .+1)< À" ; 


A' \ A! 
(a pt “0: 


OA 


Ceci exige 
EAU A’ 
= Le 4 A 


(72) A5 < 


ce qui a encore lieu quand 5 £1. On en conclut que le module des 


AM 


raCInes 1 43, da de pi) Est = 
(] 

D'autre part, si a est une limite supérieure du module des coef- 

Lolent- oi, dote JUL 
| Pa;l£a'(| pa; |0+ gl pa; [8 1+...+ qô). 

Ici j'introduirai le degré Æ de p,,, À étant ou non £d— 1, et une 
limite supérieure p’ de la valeur absolue de ses coefficients, en sorte 
que 


= eo, [Pa;| Sp'(la;lé+... +). 


S1 p’ est une limite supérieure de | 4;|, l’on peut prendre 


d’après (7); on a 
nu 


Pa; | SP'(pF+.. +1) Ep € p'o'krt, 


Q 
J’assujettirai de plus la quantité 2" à la condition 
_ , À k+1 
(82) p'ottt= p (a+ +) >2q, où AT AU: 
\ 0 


alors 


. 1O'k+1\ D : 
Palsep[(2E }+..+l 


p'e'#+1\ê+1 

De q sn ss 
p'e'#ri 
EI 


P ( lo'A+1 ) Ô+1 
5] 


trs 


| 
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et, d’après (62), 


—(Ô+-1)(d—1) 
FRS 


{0 le 
(92) [F(S)|> ad-1 A dF G—dù ( Ê - Se 


Il ne reste qu’à raisonner comme on l’a fait sur (32); ona 


ECO) IEMI A 
|Al=18—S$1>(ME)1, 


où M ne dépend que des a; et est limité en fonction de 4’. On remar- 
quera d’ailleurs, d’après (8,), que E croît avec à, E-! décroit quand 
à croît. De plus, a!, A4 ne dépendent pas des coefficients de pe. 
ni de gq. 

J'en conclus cette extension du théorème de Liouville, également 
Jondamentale, et qui le comprend : 


Tuéorëme 1. — Soit £ une quantité quelconque, 


(102) ie SE ONE RC ER 
Q: Q» 

des fractions réelles ou imaginaires, à dénominateur entier réel 
ordinaire, qui tendent vers la limite Ë quand n croit indéfiniment, 
et dont une tnfinité sont distinctes; on suppose que le numéra- 
teur P;(a,) est un polynome à coefficients entiers ordinaires 
réels de degré k, formé avec une racine à, d’une équation algé- 
brique irréductible à coefhcients entiers 


(a) = AçaŸ+ AsaŸ +... + Ag= 0 (A5> 0), 


par suite est algébrique. Soient encore p,, une limite supérieure de 
la valeur absolue des coefficients de P,(x,), A, le plus petit 
nombre positif à la fois limite supérieure de la valeur absolue 
des coefficients À,,..., Ag, et assujetti de plus à la condition 


A, \ Ent. 
(8 bis) DA es Fi) 2007 
ke 0 


£ ne peut étre racine d’une équation algébrique à coefficients 


entiers réels tous au plus égaux à a! en valeur absolue et de 
degréd£a que si l’on a, dès que nest assez grand, pour nr quel- 
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conque, 
: AU kn+1 (d—1)(4+1) \—1 

| ri(2+ x) 

; À FX 
HV Mie Mac rAPeeUeE 0 RE 


\ . Gr ra . 1 
où M est limité supérieurement en fonction de a!. 


TRE. A! + 
Remarque.— En tenant compte de (8,), si Pal2 + al <207 
À 
il faut prendre A’,> A!. Dans ce cas on pourra, sans considérer la 
quantité A’, prendre p,p'htt=2Q,, c'est-à-dire qu'il faut en tout 
cas, d’après (6,) et (92), l’une des conditions 


RM a'd--1 À Ënd0 Qotd-1(6+1) [r1, 


A'\ kn+1 \ (d—1) (+1) 7 —1 


Ge) | (#61) | 
Ein > | Matt ajut Quél 

Ce système, où l’on remplace 5 par 4, équivaut à la condition (112) 
et pourra lui être substitué. 

Quand d—1, on peut supposer A —1, et l’on retrouve le théo- 
rème de Liouville. 

On verra plus loin des applications de ce théorème; je crois uule, 
dès à présent, de montrer l’existence de suites analogues à (10,) et 
dont la limite est un nombre transcendant. 


Je considère le nombre dont l’expression est 
E= m0 + mb VYs+.. Æ myb- Wan... 


OÙ M4, Ma, ..., Mn, -.. SOnt des entiers positifs ou négatifs € b en 
valeur absolue, et dont une infinité est £0; b est un entier quel- 


conque, et VW, d,, ..., d, des entiers, avec 1<4,<d,<...<d,< 


T2 = .…..s 


YA croissant indéfiniment avec n. Je prendrai pounle— Q. la somme 
nm 


des nr premiers termes, et 
Qn = babe, 
SL Mn Mny2 =. = Mai j 1 = O, Mnij 0, Mn+j étant le pre- 


mier des coefficients de £ qui ne s’annule pas après 7», (on peut 


avoir 7] —1), l»,; diffère évidemment de 1,. Alors £ — 1,-=0 00 
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= 
chaque terme de £ est plus grand en valeur absolue que la somme des 
suivants dès que n est assez grand, et de plus 


| £ En l» | < CAUCASE —= DO YrH: 


l’inégalité (5,;), où à a une valeur arbitraire donnée, cesse d’être 
satisfaite dès que » est assez grand, et, par suite, il est absurde d’ad- 
mettre que Ë est racine d’une équation algébrique quelconque. Donc 
ict E est transcendant. 

C’est là une application du théorème de Liouville. 


Je vais maintenant indiquer une application du théorème fonda- 
mental 1,. Je prends la série 


(13) E= mu db Vi+ man? bi, + mar bb re... 


Où My; Yn, © Sont définis comme tout à l'heure, et ,, de module b, 
est une racine d’une équation algébrique donnée arbitraire à coeffi- 
cients entiers. Le rapport d’un terme au précédent dans le deuxième 
membre, ces deux termes étant différents de zéro, a pour module 


Rr= | Mar; mnt | of bb Ynlÿners ns, 


D pa: - —— Mini = o), qui tend vers o quand n croît 
indéfiniment : le second membre de £ converge quel que soit 4,. On 
va voir qu'il est absurde de supposer £ racine d’une équation algé- 
brique à coefficients entiers déterminée, d’ailleurs quelconque, de 
degré £ 4, où z est arbitraire. 

Je prendrai ici pour 1,(%,) la somme des » premiers termes de Lt 


Qn = bYŸa bn, Pr(ti)=Cit+cr0?+...+ na, kn= n, 
Ph = bYiŸarŸn = Q»; 


(82 bis) a lieu pour A7 — A’ [formule (7:)]; je poserai 


et (112) deviendra 
| £ tai) [= [M a'd=1 AO Bta+1) (4 —1) (œ+1) |-1 = [MaB?a O2 ar, 


où B: —= AS B. 
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D'autre part, je choisis r assez grand pour que R, soil plus petit 


QUeU Alors 


n+1 BV, = ! 
ET; (u) = Sn = mr 40 ONE PRE (1), 


SAIS bi Ynn(b — 1) CAES b-2+ br +...) < bi—Yi. Vus ont, 


Il faudra donc 


[M c! Ba+1 Q, 1221) > DhaUnri—1 2 tr#+1), 
ou 
b(Ma')dta+1) | BA4+1 CA ts > bhaebalhnsi—dianl, 


Or z, d, M, à!, b, B,, » sont des quantités positives déterminées; 
en désignant par N une quantité positive déterminée telle que N** 
soit supérieur au premier membre, il faudra, & fortiort, 


(142) NS Dh VnlUns—d(a+ 1), 
On peut toujours prendre n assez grand pour que 
bYnt—diotl) => N2: 
alors, l’inégalité (14,) sera impossible dès que 


n 


i 


(152) 


Si cette condition est remplie, (11,) ne peut avoir lieu, et ceci quel 
que soit le nombre 4,, dès que n est assez grand; £ est alors transcen- 
dant. Mais (15,) a lieu dès que » est assez grand, car, pour n2y, 
Vr22, et d,...d,22%-V1 qui est plus grand que » à partir d’une 
certaine valeur de ». Donc : 


Cororratre 1. — Quel que soit le nombre algébrique «, le 
# mie ; 
nombre & définit par (13) est transcendant. 


Il n’est pas inutile de déduire des formules (112) et (122) une iné- 


galité moins précise, mais qui s'appliquera quel que soit le poly- 


« Ut 41 4 
| (IS, I=lm,.let(+e,,;)b hate, où :,.; tend vers o quand n croît 
indéfiniment; les fractions I,,(x,) sont toutes distinctes à partir d’une certaine valeur 
de », car | S, | décroit constamment quand n croît, 
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nome ©(4,), et qui permette d'affirmer que le nombre £ est transcen- 
dant. [l suffira pour cela que l'inégalité 


(162) LE — a) [<< De Q BE) 


soit satisfaite pour une infinité de valeurs de n, B,, Ô» étant des 
fonctions de x non décroissantes > 0, et dont la limite est + co 
POUR co. 


Corozzaime IL. — Tout étant posé comme dans l'énoncé du 
théorème L,, si l'inégalité (163) a lieu pour une infinité de valeurs 
£ 
de n, £ est transcendant. 


J’ajouterai qu'un théorème analogue au théorème I, a encore lieu 
quand on prend pour z, dans les 1,(%,), non plus un nombre algé- 
brique, mais un nombre transcendant qu:leconque déterminé. La diffi- 
culté dans l’application de cette dernière propriété commence quand 
on veut obtenir une formule analogue à (112). 

En effet, on peut établir sommairement ce résultat comme :il suit : 
d’après (2:), f(1,) a son module limité inférieurement en fonction 


de Kn, De ds 4 0, Ge et 
LME EC,p,, Que ) 


Soit », une fonction de » au plus égale à la plus petite des valeurs 
| Ce 
de F(#», Py, Qn, t, u) quand #, w prennent toutes les valeurs posi- 
tives au plus égales à 7. On à, « fortiori, 


LF(L) | 2 92. 
D'autre part 
RACMEN A NEM |A}; 


Soit encore #7 une foncuon de » plus grande que la plus grande 
des quantités M correspondant aux diverses équations 1irréducti- 
bles f(x) pour lesquelles |a;|£n, Ô£n : il faut 


En (Ir) El Al Er; 
lhI=|È— Ir ]£pnynt. 


Si |£— 1, décroit suffisamment vite quand À croit, cette condi- 
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tion ne sera plus satisfaite à partir d’une certaine valeur de n, et £ 
sera transcendant. 

Ainsi : 

Soit 


1! ! 
E= mb mitb-bhe... + miEt bb. 


avec Mi, Mo, ..., Mn, -.. entiers << b en valeur absolue, b entier; 
E, étant un nombre transcendant donné, quand UV, croit suffisam- 


ment vite avec n, € ne peut être algébrique (\). 


(:) Pour plus de détails, voir Acta mathematica, t. XXIX, 1905, p. 319-321 


CHAPITRE I. 


PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES NOMBRES DE LIOUVILLE. 


) 1 2 , . . 
D’après ce qu’on a vu précédemment, un nombre de Liouville est 
un nombre transcendant £ qui est limite d’une suite 


(as) Pi: en Pn 
de fractions rationnelles à dénominaleurs réels avec Rail R 


lim g, = «, de façon que, pour une infinité de valeurs de 7 au moins 
égales à y, 


(b3) Eux | =) Le. 


2 4 
— EnIn ; GERES SN 


pour toute valeur du nombre positif x (y, fonction de x) : les numé- 


rateurs sont de la forme f + 1e avec f, £ entiers Zo. 

On peut encore dire que |, | est de la forme GA où À, est positif 
et ne reste pas limité pour toute valeur de ñ7 quand n croît indéfini- 
menL. 

Je suppose alors que je supprime dans la suite (a;) toutes les 


fractions E pour lesquelles À; est inférieur à une des valeurs À; ;, 


J 


ECC PE M PE est une fraction conservée, la première fraction ÉCh 
Tia ist 

ès £2 sera la première tell Me À; Àn ne restant 
conservée après — sera la première telle que À,,,,2 À,,; À, ne restan 


ja = NE a 
pas limité pour toute valeur de 7 quand » croît indéfiniment, il y 


aura une infinité de fractions conservées. Soit 


P 
(13) = 0,’ COR: = O U 


la suite obtenue; onaQ,,,2 Q», imQ,=— «, et, quel que soit n2y,, 
(23) Earl =, 05; OU 
L'hypothèse e, >> o écarte le cas où Ë serait rationnel, car, si 6 est 


; A : ; 
rationnel et — Fe dès que » est assez grand, BÉOQ7cet, Beetant 
1 
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réel, 
Ai _ Pr __ |A1Qn— B1Pà] 
B: Q dE Bi Q» 


L LA A —9 
est nul ou au moins égal à Q,*. 
CE F lÈdS 5 ] E . : 
Dans ces conditions, lorsque £ et I, — =" sont réels (£ positif), on 
m 

remarque que | ñn [<< (2Q2)7*; d’après le n° 8 du Chapitre I (p. 5), 
Il, est précisément une réduite de £; par conséquent, en négligeant 
au besoin un certain nombre, fini, des premiers termes de (1,) et ne 
conservant que les fractions I, réelles, pourvu que la suite en con- 
tienne une infinité, on voit qu'on peut faire en sorte qu'il n'y reste 
’ = = . F ; . 
plus que des réduites de &. Donc, en appelant réduites de € négatif 


les réduites de — £ affectées du signe — : 


Une suite de Liouville qui contient une tnfintté de fractions 
réelles a pour limite un nombre transcendant réel £ de Liouville 
et contient une infinité de réduites de £; on peut toujours sup- 
primer une partie de ses termes de façon qu'elle ne contienne plus 


que des réduites (!). 


(!) Znversement, tout nombre transcendant réel de Liouville est la limite d’une 
suite de fractions réelles de Liouville. 


En effet, soit £ un nombre transcendant réel de Liouville : je suppose que la 
suite (1,) correspondante renferme une infinité de fractions imaginaires satisfaisant 
à (b,); car, s’il n’y en avait qu'un nombre fini, la propriété serait exacte d'après les 
définitions. Soient I, une de ces fractions, I}, la quantité conjuguée obtenue en y chan- 


geant = ÿ=71en —ÿ/—:1;ona 
18—1,|=6,0,, ONE Te 
OMS GARD 


E=P,Q=(2, 70,70 


LR: 2 
. : EQO,— a, — bi 
E—I,=i—(a,+ LEO a 


Er, pe HR RER so, 
d’où, a fortiort, 


Re | » = = 
a = O0 OMÉRSE SUR 


n—= 


An 
Q? 
On voit donc que l’on peut substituer dans (14) aux I, imaginaires les fractions 


correspondantes J,= a,Q,* formées de la partie réelle des I, sans changer les pro- 
priétés de la suite. Donc : 


Quand £ est réel, on peut toujours supposer les fractions de la suite (15), a for- 
tiori de (1,), réelles. 
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La suite (13) trouvée ci-dessus est telle QUE Sn 0 
Àn51= Ân: 1l en résulte que, dès que 7 2 v4, (23) a lieu. Je considérerai 
plus généralement dans ce qui suit le nombre £ de Liouville comme 
limite d'une suite 


(15) Den —. re, 

Q? 

AGO, 120; imOQ};—, et satisfaisant à (23), Sans que pour cela 

on ait forcément À4412 À»; si l, est réel, ce sera encore une réduite 
de £, dès que nr dépasse une certaine limite. 
Soit maintenant une suite analogue à (1,) 


; P° P’ 
(33) FRinS .….., = =, …., 


[1 


ayant pour limite un nombre £/ tel que 
\ oo == 0 
(43) j : V : FEES AE 
nat lE NT = 2507 ; 0 <En<1, 
4. pouvant être encore pris aussi grand qu'on veut dès que n dépasse 
une certaine limite fonction de 4. De plus, la quantité positive o,, 
entière ou non, reste comprise entre des limites supérieures et infé- 
rieures >>0o et délerminées pour le nombre LA quand n varie. 
D'après o <£,,, € est encore un nombre transcendant de Liouville, 
et, si |’, est réel, c’est une réduite de £/. 
Au nombre transcendant £ on peut ainsi faire correspondre un en- 
F - (edf : , (QE M 
semble H de nombres transcendants £’, qui comprend £ : cet ensemble 
sera dit, par définition, l’ensemble des nombres lranscendants cor- 
Le . / : 
respondant à &; les fractions I, et 1, seront dites correspon- 


dantes (). 


(1) Je donne plus loin (p. 37 et suivantes) des exemples de pareils ensembles. On 
suppose ici que l’on ait loujours e,, #, < 0. Si e, était nul pour une valeur de n, &’ 
serait rationnel; à partir d’une certaine valeur de 7, on aurait €, —0; je ne com- 
prends pas dans H un pareil nombre £. 

On verra plus loin (Chap. VII et IX) qu’il y a d’autres nombres transcendants que 
ceux de Liouville; ainsi e, qui est transcendant, n’est pas un nombre de Liouville. 

Je me borne ici aux suites (1,) ou (a,) dans lesquelles les numérateurs sont des 
nombres entiers réels ou imaginaires, les dénominaieurs des nombres entiers réels; 
je laisse de côté le cas où p,, P, seraient des polynomes formés avec un nombre 
algébrique. Toutefois, dans ce cas, on peut adopter une définition identique de 
nombres correspondants. On voit sans peine, à l'aide des mêmes procédés, que ces 
nombres se reproduisent par addition, soustraction et multiplication, où donnent 


des nombres rationnels. 
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Soit £" un nombre de l’ensemble H différent de E et £' et limite de 
la suite 


[2 P; 1 P} 
(53) Le q ..., I" = Gr” .) 
analogue à (33); 
Fe RE 
3 = 7 
| | [mx [= lé —1,|=eQ É D En le 


Je considère l’ensemble H' des nombres transcendants correspon- 
1 


dant à £; d’après (43), Q,"— Q,, et Ë appartient à H'; d’après (6,), 
On 

Q,=Q%—Q,%, et Ë” appartient à H'. L'ensemble H! contient 

chacun des nombres de l’ensemble H. En vertu du même raisonne- 

ment, l’ensemble H contient chacun des nombres de l’ensemble H : 


H' et H coïncident. 


L'ensemble H correspondant à £ est aussi l’ensemble qui cor- 
respond à un quelconque des nombres de H, nombres qui sont 
tous transcendants. 


Les quatre opérations fondamentales de l’ Arithmétique effec- 


tuées sur les nombres de H. 


Soit le nombre E, — “en _ où p, g, p, qg sont des entiers 


(p, p'posiufs, négatifs ou imaginaires); on a 


PE é P°_ PY Pn+p'qQn _ Pn 
q 94 Qn In 


7 q q 
(°2 
(63 bis) Lou 2 g7 = q%: 


pour des valeurs suffisamment grandes de n, 4 pouvant être pris 
ne SN : ï . Ms 

aussi grand qu on veut, a; «2! peut ètre pris aussi Voisin qu'on veut 

de 1. 


On a donc simultanément, à partir d’une certaine valeur de he 
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Si 2 8 —= À, 


ECO Or e,7,, los; OO gr—Qr: 


nm ) 


donc le nombre £, appartient à H. 


L'ensemble H contient tous les nombres qui s'expriment en 
fonction linéaire rationnelle de £ 


Je dirai dans ce cas que les nombres £ et £, ne sont pas des 
nombres transcendants réellement distincts (sous-entendu : dans 
l’ensemble H). 

Je vais m'occuper maintenant de l’effet des opérations fondamen- 
tales de l’Arithmétique sur les nombres de H, addition, soustraction, 
multiphcation, division. 


Addition. — Si l'addition de deux nombres transcendants donne 
un nombre rationnel, 


&, n’est pas réellement distinct de & 
Je prends les deux nombres transcendants Cet £ 


c ; OLEEIP' 
E—E+E=lim(l,+1,)= lim pour 10. 
1 (OPA 
Soit 
el Q,+ PrQ Q Jn=-10 7207 
d'après (23) et (43), 
E— ie D 0 boat = lJeh = 
n 
(73) Qn = QnQn= Co} RES 
a XTn 
: FR TEE (OP = Or He: 


5, reste limité supérieurement et inférieurement; donc on peut, 4, 
étant choisi arbitrairement et positif, prendre » et « assez grands 
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pour qu’on ait, à partir d’une certaine valeur de n, 


mn | 


x (4 1 (o 4 
O7 > 2Qn' Qx > 29n': 
: ; : 
MANS E En + € 
> Pn En DT n n 
(83) CAES NE = In 4, 5 =; 


A Q * \ F À - . . 
c’est-à-dire que, d’après (7) et (83), £2 fait partie de H. 
Ce raisonnement suppose toutefois : 
1° Pa 0; Si Pn—0 pour une infinité de valeurs de n, 10 
Fe} 


eté—— À. 


DR 0; si cette quantité est nulle pour une valeur de n, 
In 
ë + El est une fraction rationnelle : c’est le cas signalé tout à l'heure. 


Finalement : 


La somme de deux nombres de H est un nombre transcendant 
de H ou une fraction rationnelle : ce dernier cas ne peut avoir 
lieu que si les deux nombres ne sont pas réellement distincts. 


Soustraction. — Les deux nombres £ et — £' font simultanément 
partie de H; £—E —£+(—E) est la somme de deux nombres 


de H. Donc : 


La différence de deux nombres de H est un nombre transcen- 
dant de H ou un nombre rationnel : ce dernier cas ne peut avoir 
lieu que si les nombres ne sont pas réellement distincts. 


Multiplication. — D'abord on a vu, : étant rationnel, que 
E, — e appartient à H. 


Je reprends maintenant les équations (23) et (43) : 


SE EN RE 
>! ! ! 
(43 = 1, + rl nn ln + Nr»: 
Soient 
(93) Pn= PP In = QnQn = RER 


! Q \ . . 
1, et [, diffèrent aussi peu qu’on veut de £, E/ quand n» est assez grand, 
et 


Pn : Fe ; TE) n ar (+ 
CE og 7e = fnlnQn° + fair Qn Mr Ne n° ñ 
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Or 
re 1 XoOn 
qe CHENE 1&| T— Gars : : 
OIL = SO E 2Qn Q; LES = 0e PU | = DOTE DU LE. 
NX __ nXi+C,) Xa(1+T c 
nQn = Q} = 30% re CR 


5, reste limité supérieurement et inférieurement ; quand » et & sont 
assez grands, «at, aa 1, «sa! sont aussi voisins qu'on veut de 1. 

Par conséquent, #, étant choisi arbitrairement et positif, on peut 
prendre À et « assez grands pour que, à partir d’une certaine valeur 
de n, 


Os gn, Or 1398 AGENTS 
d’où 
( A2 In | mme) CU 
103) (aa [= EnQn En=1 
In | 


Les égalités (93) et (103) montrent que ££/ fait partie de H, sauf 
une restriction comme à propos de l’addition : p, n’est pas nul; mais 


il peut se faire que CE Pz/1e soit, c’est-à-dire que El — pe Finale- 
ra 
ment : 


Le produit de deux nombres de H est un nombre transcendant 
de H ou un nombre rationnel. 


Division. — On peut opérer à peu près comme pour la multipli- 
cation en considérant le produit £7'£. Mais il suffira de prouver 
que, £ étant un nombre transcendant quelconque de H, £-! appartient 
a El. 


Et est la limite de la suite 
(113) OR 
d’abord, pour » assez grand, 
I,=Èi(i1+e), Prec) 
line, lime: —0, pour 7 —. 


(123) IP» = Bn Qn = FE 
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8, voisin de AE limr,—1 pour 7% —. 
ei lt= (nr) EL nn On+ Nr) = "77: 


D 


\ me ee 
où y est VOISIN deto 


|— nnyn| = Enltel07 =2027=6e1Pe 0 


a—1 


avec 


aussi Voisin qu'on veut de 1 quand n est assez grand. On 
T] 


pourra toujours, #2 étant choisi arbitrairement et positif, prendre nr 


et « assez grands pour que 
Xi 


| 18 RE | Ph Fa, 
et 


(133) LÉ iPene, GIE 
Quand I, est réel, (12,) et (13,;) montrent que a appartient à H. 


Quand I,, et par suite P,, sont imaginaires, si w, est la quantité con- 
juguée de P,, 


(133 bts) REC NE ; 


et £—! appartient aussi à H. £7! est forcément transcendant si E l’est. 


. A = 
£ étant un nombre transcendant le H, il en est de même de E°1, 
qui est transcendant. 


On peut résumer les résultats qui précèdent dans l'énoncé sui- 
vant : 


Taéorèue [3. — Quand on soumet les nombres de l’ensemble H 
aux quatre opérations fondamentales de l’Arithmétique, addi- 
lion, soustraction, multiplication, division, on n'obtient que des 
nombres de H qui sont transcendants, ou des nombres ration- 
nels ie) 


(*) Voici une conséquence intéressante : soit 8 un nombre alsébrique, £ un 
nombre transcendant de H; $5 ne peut être ni rationnel ni algébrique, sans quoi 
serait algébrique; BE est donc transcendant. S'il appartenait à H, H donnerait par 
l'opération 85.51 le nombre algébrique 8, qui devrait alors être rationnel. Donc, à 
y a des nombres transcendants qui ne sont pas contenus dans H, à savoir le pro- 
duit de chaque nombre de H par un nombre algebrique quelconque non rationnel. 
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sal f . 
On peut remarquer que, £ étant donné, les nombres rationnels 
sont compris parmi les nombres £’ définis par (33) et (43), quand on 


suppose que €, puisse s’annuler dans (43). Soit en effet N — 2 un 


- ; ; s P 
nombre rationnel : r étant suffisamment grand, si 1; — —?; on a 


(> 
AR AO 


@ HE 
? q Qn = Q%, 


7 QQn 


où lim, = 1 pour 7 —«; de plus, 


/ 


Les conditions (4,), avec z, = 0, sont satisfaites pour ?. 


Soit alors H, l’ensemble formé des nombres de H et des nombres 
rationnels, dont l’ensemble est R, ce que j'indiquerai symbolique- 
ment par 


H=H+R. 
D'après ce qui précède : 
Corozzaire. — Toute fonction rationnelle à coefficients ration- 


nels des nombres de H, appartient à M,. De méme pour toute 
fonction rationnelle des nombres de H, dont les coefficients sont 
formés rationnellement avec des nombres de H, (*). 


On peut encore exprimer cette propriété en disant, par défini- 
tion, que l’ensemble M, forme un groupe par rapport aux quatre 
opérations fondamentales de l’arithmétique. 


Extensions des idées précédentes. — Les théories précédentes 
sont susceptibles de diverses extensions. 

Je n'ai assujetti la quantité 4 qu'à cette condition de pouvoir 
prendre une valeur fixe arbitrairement choisie dès que r dépasse 


(*) C'est là une propriété toute semblable à une propriété connue des nombres 
formés rationnellement avec une racine d’une équation algébrique à coefficients ra- 
tionnels. Aussi peut-on dire que les nombres de H; sont des nombres rationnels 
par rapport à l’ensemble H,, ou, pour abréger, des nombres rationnels dans Hi; 
un nombre racine d’une équation algébrique à coefficients rationnels dans H, pourra 
être dit un nombre algébrique dans H, ou par rapport à H;. 


M. 3 
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une certaine limite 6. On pourra parfois assigner à 4 un caractère 
plus précis. 

Je spécifie par exemple dans (23) et (43) que, au moins à partir 

: F 
d’une certaine valeur de x, pour chaque nombre tt ERee 
: 8 

(143) ln | = On 6x > aw», 
où ©, est une fonction croissante déterminée de n, la même pour tous 
les nombres transcendants considérés, 4 ayant une valeur fixe, £ 0, 


et indépendante de ñ, qui peut varier d’un des nombres à l’autre. 


Les nombres 4,, 4, 4, qui interviennent dans (6, bis), (83), (103) 
et (133) respectivement, peuvent être choisis de la forme Æf,, où 


k>> o est limité supérieurement et inférieurement, et satisfont alors 


à la condition (143). Par conséquent : 


L'ensemble H, formé des nombres de H, qui satisfont à la 
condition (143) et des nombres rationnels forme un groupe par 
rapport aux quatre opérations fondamentales de l’arithmé- 


tique; ce groupe est contenu dans H, 


Propriétés des dénominateurs Q, de la suite(1,).— L'existence 
des conditions (23), (43), (143) entraine pour les dénominateurs de 


la suite (1,) des conditions très restrictives : 


Cas de (23) et (43). — Je prends dans la suite (1°,) deux fractions 


consécutives qui ne sont pas égales, 1,, 1,,,; on a 


le ne (OR RE 7 jeta On ln | = Ex; 
En On" + En Q nr Mes lis [2(QnQn+1)7! 


puisque ete 


& = = = I ét 
(153) QI ÉeIQe QrH 2 > = : 


Par conséquent, 4 pouvant être pris aussi grand qu’on veut dès 
que x est assez grand, Q,,, doit surpasser toute puissance fixée & 
priori de Q,, quand x est assez grand. 

J'ai supposé toutefois I, -< TS SOIT EE y a un seul E/ 
des nombres correspondant à £ et pour lequel les deux fractions 
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10 
correspondantes 1, et [,,, ne soient pas égales, on aura 


He: Ee ot 
ou, d’après (43), 


[l 
T Tni%—1) 
Rte. Qn À 


À partir d’une certaine valeur de »#, 5, reste compris entre des li- 
mites supérieures et inférieures déterminées /, et lraveeli {et 


DRE 
_— > a I 2 TT = 
(163) SnSnk1Z ledit, Qu > (2) ORPI 


À partir d'une certaine valeur de n, (Qyss doit encore surpasser 
toute puissance fixée a priori de Q,. 
Si les fractions 1°, et [,,, sont égales pour tous les nombres E£,E', 


de H, on peut Pc ert supprimer l’une d’elles dans chaque suite 
(1,4) et (33). Finalement : 


D’après les conditions (23) et (43) on peut toujours supposer 
que la suite (1,) soit telle que, pour toute valeur fixe arbitraire 
1 3 ; 
de x', on a, à partir d’une certaine valeur +, de n, 


(173) de O7 (0 


La valeur +, pourra évidemment varier avec celui des nombres 
sis ET … lé LEE 
transcendants £, 6’, ... considérés. 


Cas de (23), (43) et (143). — (143) ayant lieu, (153) devient 


|A ee és: 2 
QE > 2 OFF: ; _ Or, 


avec a, analogue à net 2° ne (163 ) est remplacé par une inégalité ana- 


logue. Finalement : 


(1) Si la suite (1,), qui a pour limite un nombre transcendant & satisfaisant à (2,), 
ne remplit pas cette condition, elle doit au moins renfermer une infinité de paires 
de fractions I,, 1,:, consécutives inégales, et dont, par suite, les dénominateurs satis- 
font à (17,). On peut faire une remarque correspondante pour (GE 
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D’après les conditions (23), (43) et (143) on peut Loujours sup- 
poser que la suite (1,) soit telle que, à partir d’une certaine va- 


leur v, de n, 
(183) Qu > OF? 


(a! analogue à a et pouvant varier d’un nombre transcendant à 


l’autre de l’ensemble H,). 


Remarque. — On peut encore considérer les nombres de Liou- 
ville tels que, dans (2:) et (43), à partir d’une certaine valeur de n», 


(193) [nn | = (ee [ani = mé En, 0,0 Kn21, Kn=% 


Lny En) Pn étant des fonctions de la forme n41#% où a est un nombre 
positif, nul ou négatif indépendant de x, qui peut différer pour les 
fonctions g», 8, ®n, et him, —= o pour nr — «. Les nombres a; ,d,,0, 
peuvent encore être choisis dans les mêmes équations précitées de 
façon à satisfaire à (193). Donc : 

L'ensemble H, formé des nombres rationnels et des nombres 
transcendants de Liouville satis faisant à la condition (193) forme 
un groupe par rapport aux quatre opérations fondamentales de 
l’arithmétique. 


Enfin, en raisonnant comme à propos de (15;), on a ici, en admet- 
tant que nie | ne croît jamais quand 7 croit : 
(203) Es = jf} ner, lfn| =, 
—£n Àn on kn à — 
at HO srl; I, 2)200,07 0 


Q Qu ='2 (0 pre L'i ) Oprce 2 Qn ; 


d'autre part, £ étant un nombre transcendantde Liouville, d’après (2.), 
| EE] Les, Snkn 
$ nl= Qi = EnQ3° ? 
d'où 
n < on 1 Qn£ +20 ; 
donc 


Qér = 20: < QrÉQRaT 
Ka gn étant évidemment positif, il faut 


KnSn— RES DER Ces 


« 
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c’est-à-dire 
(213) Re a tetet,, 


À, tendant vers o quand » croît indéfiniment. Alors 


wie 


> Or er! 
Qru2Qr75# 5 Q 


Ceci, bien entendu, “upposelr 2 lac: 

Je donne plus loin (p. 40, Remarque [11) un exemple d'ensemble 
ou groupe H,. Ces ensembles H; joueront un rôle important dans le 
Chapitre V ; on les retrouvera au Chapitre X. 


Exemples de groupes H,, H,, H3. — Avant d’aller plus loin, je 
crois utile de donner un exemple de groupe H,, H, et H3. 

Soit y, un entier fonction croissante de », b un entier, N un nombre 
représenté dans le système de numération de base b, dont le 4Ÿ"* chiffre 
significauf à droite de la virgule est Zo, quel que soit », et est suivi 
d’au moins y» (x — 1) zéros, }, croissant constamment et indéfini- 


ment avec n. On a, en posant 


HÉLENGNMREES 
(223) . Qn 


| N—i,+eb-mhm=Il,+e, Qu, Der OL 


La suite (1,) qui correspond à N satisfait à (2,), et N estun nombre 
transcendant de Liouville, si N a une infinité de chiffres significa- 


ufs 0, ce que je suppose. ler 


frH=YnrAnotr le 


On obtient une infinité (*) de nombres N en prenant ÿy442YnAn+h, 
avec À entier > 1, et donnant aux chiffres significatifs qui suivent le 
(yrAn)è® jusqu'au y}, exclusivement lestyaleurs 0,7, 2.407. 


Les nombres N ainsi définis sont des nombres correspondants, avec 
MO et 0, #1; avec tous leurs correspondants et les nombres 


(1) L'ensemble de ces nombres (au sens de M. Cantor) a la puissance du continu. 
D’après une remarque [note (:)] de la page 32, il existe, en dehors de ces nombres, 
d’autres nombres transcendants dont l’ensemble a la puissance du continu. 
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rationnels, ils forment un groupe H, donnant lieu aux relations (23) 
et (43); si même ils satisfont à À, > aw,, ils forment un groupe H, 
donnant lieu aux relations (23), (43) et (143). 

Pour fixer mieux les idées, je prends pour n assez grand 


Vas 127% yn (ywentieny Nr Ne ICntier, 


On a 
: 3 : PE 
(233) Yn4a = 2Yne> na = néyn th, BYnhn — Q7 


dès que n est assez grand; on obtient alors un groupe H:. On ob- 
tiendra encore un groupe H, en spécifiant en outre, par exemple, 
que le (ya x + 1)°%% chiffre significatif à droite de la virgule est Zo; 
si Nz est le nombre considéré, 


D -Yn JE > Nz == | pe > b—1—Ynhn, 
NE 1—Ynni — Q,r?r, NET 


avec 
6 banYnn — Di+Ynnt — parYnpntlosh, 


le logarithme étant choisi dans le système de base b. 
On pourra prendre 
Ynn£ + i— logô 


(243) Pr 1e, Gr = Te =1+E, 
2 


e tendant vers o quand » croit indéfiniment. 


Remarque 1. — Les nombres N sont ici tels qu'on peut leur faire 
correspondre une suite (1,) ou (33), où les Q, sont tous des puis- 
sances de b. Mais rien ne prouve que tous leurs correspondants aient 
la même propriété. Toutefois, d’après ce qu'on a vu à propos de l’ad- 
dition, la soustraction et la multiplication des nombres de H,, les Q, 
ayant Lous même valeur pour les nombres N, on voit que ces trois 
opérations effectuées sur les nombres N donnent naissance à des 
nombres N' définis par des suites analogues à (34) et où les dénomi- 
nateurs Q, sont des puissances de b: 


(EN A NA 
RE blosQn, 
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| ur, Q Ê x 
log Q, étant entier et pris dans le système de base D, Par conséquent : 


Par addition, soustraction et multiplication les nombres N 
donnent des nombres ayant une forme analogue à celle des 
nombres N, c’est-à-dire qui présentent à droite de la virgule 
après le (logQ,)°" chiffre significatif une suite de zéros dont 
l'étendue croit avec n Qu 


Remarque 11. — En faisant varier Æ dans (243), on obtient des 
nombres N; différents pour chaque valeur de Æ quand le 


Cf À ue [)ième = (Ge nk + 1 )ième 


chiffre significatif est -£o, tous les précédents jusqu’au yf"° étant 
nuls. On en déduit une suite de groupes analogues à H,, que je dé- 
signe par H!°, H°’, ..., H{°,..., et l’on pourra se poser la question, 
que je n'élucide pas, de savoir si ces groupes sont distincts. 

Je me contenterai ici d’observer ce qui suit au sujet des groupes 
HŸ : 1° la somme ou la différence 5 de deux nombres N4 corres- 
pondant à une valeur de Æ peut ne pas être un nombre N;, car le 
vs" chiffre significatif à droite de la virgule peut être nul dans E: 
mais © possédera à droite du yf" chiffre significatif au moins 
Ya(nË— 1)— 1 zéros; 2° le produit II de À nombres N}; possédera à 
droite du (1y,)°"° chiffre significatif au moins Ya(nk# — }) — my zé- 
ros, où mx est limité en fonction de À et des nombres N; considérés : 
on le voit facilement pour À = 2, 3,... à l’aide des formules (93) et 
suivantes. 

Soit Lx l’ensemble des nombres transcendants déduits des Nz; par 
addition, soustraction et multiplication : N;_; possède à droite du 
qi chiffre significatif, qui est £0, Ya(r“ J— 1) zéros, el n’en à pas 
davantage, à droite du (À, )*" chiffre significatif, au plus 4 (247/— À) 
zéros, nombre qui est plus petit que y, (n*— À) — nm, dès que n est 
assez grand. Il en résulte que Ny_;n'’est pas contenu dans L4. Fina- 


lement, on arrive à cet énoncé : 


(:) Au besoin, pour plus de clarté, comparer avec ce qui est dit Chapitre VII à 
propos des fractions quasi-périodiques, en remarquant que, dans I, — PDA PESE 
une puissance de b. 
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Soit N;(k entier donné) un quelconque des nombres transcen- 
dants qui, dans le système de numération de base b entière 
donnée, ont, à partir d’une certaine valeur de n : 

10 Leur y®"e chiffre significatif à droite de la virgule 0, 
APE RE 2 Va Ye eriter), 

> Une suite de zéros comme chiffres significatifs à droite 
du y", jusqu'au (yan*+ 1ère, qui est Z 0. 

Soit encore Ly le groupe des nombres déduit des nombres Nz 
par addition, soustraction et multiplication. Aucun des groupes 
L,, Le, ..., Lx, ... ne contient un quelconque des groupes précé- 
dents. Ces groupes, formés exclusivement de nombres rationnels 
ou de nombres transcendants présentant des suites de zéros de 
plus en plus longues au fur et à mesure qu'on s'éloigne à droite 
de la virgule, sont tous distincts. 


Remarque I. — On obtient un ensemble H; (p. 36) en partant 
des nombres 


e 


Ë > Mn b—{a1# 


Où Mr7<0, positif ou négauf, |m,| entier limité, b entier 22, 
k entier >> 0, et posant 


nl 
PaQr'= ÿ mn bT UE, 
1 


Qn= BU, 1 Que = QUE Din; 
on a 
LE = Pr Qu! | = pa battre, 


L 
où u, est fini 0, et 
E— PQ! | — Kn où = ue (lim En — O pOur 2 =). 


Sur le développement en fractions continues des puissances 
d'’irrationnelles. — D’après ce qu’on a vu précédemment, si E et E! 
sont deux nombres transcendants correspondants, l,, |, deux frac- 
lions correspondantes des développements (1,) et (3;), on peut 
définir Ë Æ E, EE’, EE—1 comme limites des suites de quantités Paie 
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1,7, 1,1, ' corrélatives. Si, en particulier, &, E! et les 1}, 1, sont réels, 
on voit que I, + [,, 1,1, 1,1%! sont des réduites du développement 
en fraction continue de Ë  Ë/, E£/, EË-1, d’après la propriété n° 8 du 
Chapitre I. C’est évidemment là une propriété tout à fait remar- 
quable des nombres réels de Liouville qui sont toujours, comme on 
l'a vu, limites de suites de fractions 1, réelles (!). Elle peut d’ailleurs 
servir à les caractériser, comme on va le voir. On remarquera, dès à 


présent, que £?, où p est entier, aura, dans la suite (3;) qui lui cor- 


: Ba & D PP 1e : 
respond, une infinité de fractions Q — —, c'est-à-dire de fractions 
n n 


ratonnelles qui sont des puissances Her exactes. 


TE / , . + TT 
Je considère, en général, une irrationnelle | dont 1, = — est une 


nm 


réduite d’ordre »; d’après (13) (p. 8) | 
[242% (@n+1 Su 1)]-1 < (2 {n Xn+1 JEU | or | 


(253) <(An{nm1)1<(anH1Xn) 1. 


On aura, p étant un entier quelconque, 
AD(2X4(an+1 + DIE Àp| I—1,|<|1r— IS 
(263) NO OO ETS) Pre a) 
| <XplI— Il <'Ap(Gnt1 XA)T!, 


où À, À, restent limités, quel que soit 2, pour toute valeur donnée 


! 


- nr: . D Pate 
de p. Or, pour que I? soit une réduite de [?, si —Æ est cette réduite, 


Xk 


IP—= Db,+r:bitr:...+r:br+..., 
il faut 


Crete) ee Mr Crea Nr = Lh 
d’où 
A D ra soie Il | <CLEke TUE = Xn°?) 
(283) C4 Xe) hp nf <Apdnl Un? 
(295) . M ayant) MT (Axa) 
On déduit d’abord de là 


(303) Da LP al (limna= 0 pour n = ®). 


(!) Je ne m'occupe pas ici de l’extension au cas où EË est imaginaire : cest là un 
intéressant sujet d’études. 


ES 
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Or, en général, 
Xe it Ai 2% s..) Xita5 > DU: 
par suite, 
Hoi > 2/1: X25 > 2 Y0; 
c’est-à-dire 


X2j441> Ya > 402 27 
CE 


(313) TR +0 
quel que soit n 21. D’après (303), 


(313 bts) ani > 202—-1(p=-0 (nn), 


Quand p est donné, ceci ne peut avoir lieu pour une infinité de 
valeurs de r» que si 1 a son développement en fraction continue 
ordinaire d'ordre au moins égal à (1, 1). d’après les définitions du 
Chapitre I, n° 10; mais il faut de plus que la deuxième inégalité (293) 
ait lieu, ce qui, d’après le théorème de Liouville (Chapitre IT), n'est 
pas le cas pour les nombres algébriques de degré << 2p. Enfin, s'il y 
a une infinité de valeurs de p telles que, pour chacune d'elles, 
(293) ait lieu pour une infinité de valeurs de n, d’après (1,) et (23). 
l satisfait aux conditions qui définissent les nombres transcendants 
de Liouville. 

Réciproquement, quand [ est un nombre transcendant réel de 
Liouville, il est tel que la suite (1,) correspondante renferme une 
infinité de fractions rationnelles réelles distinctes ()1, = 5, Ÿ: :0be 


(323) (I=Ll=ex", DRE 
(4 arbitraire), pour toute valeur de n» plus grande que » telle que ]l, 
soit réel. D’après le n° 8 du Chapitre I, I, est réduite de 1; d’après 


(263), on a, pour p entier arbitraire, 


x 
[PTT RIT Lpen(ye) PS ee, 


(') &,4n° est ici la fraction irréductible égale à [, : (32,) résulte a fortiori de (2:). 
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n 


< y A—1 : , 
OU eo — # sont analogues à e, et «, dès que n est assez grand 


et I, réel. D’après le n° 8 du Chapitre I, I? est une réduite de I. 
Par conséquent Que 


Taéorème [l;. — Soient | une irrationnelle réelle, 1, une de ses 
réduites, d'ordre n, PQ: 

1° Sé, pour une infinité de valeurs de n et une valeur donnée 
de l’entrer p, V? est une réduite de 1?, pour ces valeurs de n 


Her = 0°? 


où up est limité supérieurement quel que soit n; en méme temps 
le quotient incomplet a,,, du développement en fraction continue 
de L'est tel que 


Grbs)ha, ne OP jen) (im —opourr ce) 


l ne peut étre une trrationnelle algébrique de degré < 2p. 
Réciproquement, st 


Xn+1 > Q;  Ln 


pour une valeur de + fixe positive et une infinité de valeurs n, 
de n, If, est réduite de Y quand r£ p (?). 


(1) De mème, si le développement en fraction continue d’une irrationnelle réelle I 
possède une infinité de quotients incomplets a,,, satisfaisant à une inégalité ana- 
logue à (30,) 


GEO (g positif, entier ou non), 


on à 
_q+2 


RHIN ar ON QE, (O5) 7 


d'après (26,), et I? sera réduite de I, d’après le n° 8 du Chapitre I, quand 


g+2>2p 


ou 
JP 


On conclura plus loin de (31, bis), au Chapitre VI, p. 123, que, si [, est une 


réduite de e, I? ne peut être réduite de er ( p entier 22). 


RCA RS, <À,4,10, 7 À, Qu? * d'après (26, ). 
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>° S'il y a une infinité de valeurs de p telles que, pour chacune 
d'elles, 1? soit une réduite de 1? pour une infinité de valeurs de n, 
l'est un nombre transcendant de Liouville. 

Réciproquement, quand X est un nombre transcendant réel de 
Liouville, il y a, quel que soit l’entier p, une tnfinité de valeurs 
de n telles que I? soit réduite de I? quand 1, est une réduite de le 

Le développement en fraction continue d’un nombre de Liou- 
ville renferme une tnfinité de quotients incomplets satisfaisant 


à (313 bis), où p est arbitraire. 


On voit ainsi que les nombres de Liouville réels sont des êtres 
arithmétiques particulièrement remarquables. Ce sont les seuls 
nombres jouissant de la propriété que l’on vient de trouver : elle 
pourrait donc servir à les définir. Parmi les réduites de leurs puis- 
sances pi, 1] y en a une infinité qui sont des puissances p°"* quel 
que soit l’entier p. 

Ceci amène à examiner da question suivante : Qu'est-ce que la 
racine pe d’un nombre de Liouville réel? C’est évidemment un 
nombre transcendant; mais est-ce un nombre de Liouville? 

Soit un nombre de Liouville réel qui renferme parmi ses réduites 
une infinité de puissances p*"# : je le désignerai par [?, et soit 
I? une de ses réduites puissance p°"* exacte, avec l,— 5,7," On, 
pour une infinité de valeurs de n, 

(HR, ver (0 < Een <1) 


2 
et, en raisonnant comme dans (263), 
AR QT A ES 


Donc I est un nômbre de Liouville. 

Inversement, d’après ce qu’on à vu au théorème précédent, si L'est 
un nombre réel de Liouville, [? est un nombre correspondant de [et 
renferme parmi ses réduites une infinité de puissances pièmes, Donc : 


La condition nécessaire et suffisante pour que la racine Pr 
; : IR : set 
d’un nombre N de Liouville réel soit un nombre de Liouville est 
que ce nombre N renferme, parmi ses réduites, une infinité de 
puissances p'°"% exactes. 
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Il résulte de là que, si le nombre de Liouville réel I ne renferme 
1 
pas parmi ses réduites une infinité de puissances pième exactes, Pr, qui 
est transcendant, n’est pas un nombre de Liouville. 

Dès lors, on est immédiatement conduit à faire, entre la théorie de 
l’ensemble E des nombres rationnels et celle de l’ensemble H, formé 
des nombres de Liouville correspondants et des nombres rationnels, 
un nouveau rapprochement, en dehors de celui qui a été fait précé- 
demment (note 1, p. 33). 

Les quatre opérations fondamentales de l’Arithmétique, exécutées 
sur chaque ensemble, donnent un nombre de l’ensemble; de plus, la 
racine p°"% d'un nombre réel de chaque ensemble n'appartient à 
l’ensemble que sous des conditions similaires; on sait, dans E et H,, 
définir le carré parfait, le cube parfait, ..., la puissance pi"e exacte 
pour les nombres réels. Si l’on pouvait caractériser le nombre entier 
réel dans l’ensemble H,, on arriverait probablement à pouvoir édifier 
avec les nombres de Liouville une arithmétique analogue à l’arithmé- 
tique ordinaire, et même une théorie des nombres qui dépendent 
algébriquement de ceux de H,, comme on l’a fait pour les nombres 
algébriques ordinaires (Kummer, Dedekind, etc.) (1). 


(!) Ce qui précède montre l’existence d’un ensemble K de nombres, distinct de H,, 
comprenant H,, et formé des nombres racines des équations algébriques dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles à coefficients rationnels des nombres H, : 
K est à H ce que l’ensemble des nombres algébriques ordinaires est à E. K est 

1 
distinct de H,, car :P en fait partie : de même, si $ est un nombre algébrique quel- 
conque, $£ fait partie de K. Comparer notes (x), p. 32 et 33. 
D'autre part, soit £ —£,+ 12%, un nombre imaginaire de Liouville défini par une 


suite (1°), 


1E RS Ney LEE Pn ” ee. 


ÉSRISS 0 mms <E Sr, 
[£—i,+i(E—i)|=e,Q", 
LE 7) RE) =s,0,7%; 
d’où, a fortiort, 


ete) = Fi DÉNENE ST; 


ere Os LOS <s,£r, 0 <fi,+h. 
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Il ne sera pas inutile à ce propos de donner un exemple de nombres 
transcendants de Liouville qui ne soit puissance d'aucun nombre 
transcendant de même nature. Je prends le nombre 


L2 
J°—="A +Ÿ Ch gg" (A entier, c, entier), 
1 


où g est un nombre premier, et o <cx< q. Ici, on peut prendre 


[41 
n2? 
I, = À + Cl Pas 
1 
Qr=9?, Pr= Cr+ug (x entier), 
P, et Q, sont premiers entre eux. 


=== nn — 


( 2 
(n+1)? 2 Ga ES de. g—* Un 


I — 17 (cree) 7e 


avec 
R'o21+1 — 
VRE— LUS bi ei — 92241 9—n° 
Te an? #4 “ 


Il en résulte que £, et £! sont des nombres de Liouville réels (l’un des deux pou- 
vant être rationnel), limites respectivement des suites des fractions réelles 


DU pr 
Sn AT 
Q, Q, 


Donc 


Un nombre imaginaire de Liouville & = £,+ 1E est tel que sa partie réelle £, 
et le coefficient de sa partie imaginaire &, sont des nombres réels de Liouville 
(l’un des deux pouvant être rationnel). 


C'est une nouvelle analogie avec les nombres imaginaires rationnels. 

Je suppose qu'un nombre I = a + bi de Liouville imaginaire soit puissance p'ène 
exacte d’un nombre £ =E, +316! de Liouville; Ë, + 2! est la limite d’une suite de 
fractions 1,= i,+ &.,, et a + bi la limite de la suite des quantités [?. 

Inversement, si a + bi — IP est la limite d’une suite de fractions I = (i,+ &.t!, r 
satisfaisant à 


(TP 1|= 6,0%, DÉC 
on a, comme dans (26,), 
XIII] < IP ]|=E6,Q77", 


et L'est un nombre imaginaire de Liouville. 


On sait donc aussi caractériser un nombre de Liouville imaginaire, puissance pièwe 
exacte. 
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; Ê ! : : 

D’après (1,) et (23), L est un nombre transcendant de Liouville 
s'il y a une infinité de valeurs de €, différentes de zéro, ce qui a for- 
cément lieu quand I n’est pas rauonnel. Soit 


C\P à à 
I, = 5) (G, D premiers entre eux). 


Pet Q;étant premiers entre eux, puisque q est premier, 


De GT (CAN, E 
p divise 2° et 

D— 2 (8 entier ); 
donc 


par suite 


Pr= Cn+ mg = CP= G— (cr, 


et P, doit être un carré. Le nombre c, doit être, dans le système de 
numération de base 4, le dernier chiffre d’un carré : 1l suffira de 
prendre pour c,, quel que soit ?, un nombre ne satisfaisant pas (1) à 
cette condition (ou la valeur o). Ainsi, pour g = 3, c» — 2, pour une 
infinité de valeurs de n, les autres c, étant nuls; pour g — 5, c, — 2 
ou 3 pour une infinité de valeurs de n, les autres €, étant nuls; etc. 


Remarque. — On peut se poser la question suivante que je 
n'élucide pas : soit I un nombre de Liouville, l’un autre nombre; 
soit |’ un des nombres [+ T’, I —[',1.[', [:['; I” peut-il être un 
nombre de Liouville? D'après le début de ce Chapitre, la condition 
nécessaire et suffisante pour que [” soit un nombre de Liouville 
correspondant à l'est que L’ soit un nombre de Liouville correspon- 
dant à [ ou un nombre rationnel. Quand L'ou ' ne satisfait pas à 
ces conditions, c’est un sujet à étudier. Je ferai observer seulement 
qu'il sera équivalent d'examiner, quand [I et l’ sont réels, si, [et I 
étant des nombres de Liouville (non correspondants), I"—1, [":1 
jouissent, au point de vue des réduites, de propriétés particulières. 


(1) C'est-à-dire un non-résidu quadratique (modg). Au surplus, l'impossibilité 
que I, soit une puissance pi®* pour une valeur donnée quelconque de p résulte du 


fait que p— 2°. 
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Je vais maintenant m'occuper du problème suivant : 


I étant une irrationnelle, 1, une de ses réduites, et pq", 
p'q" des nombres rationnels positifs ou négatifs; la quantité 
pq "la+ p'q"7' peut-elle être une réduite de pq" + pq! sup- 
posé > 0? 

D’après (13) (Chap. D), 

(333) [2 Q (an + 19) ent << (207072) — I, | << 0 (BE < Ou - 


Dès lors, ag >0,g >, 


Pa Epgnt =, PI EP LE NE RP IPN PAPE 
|J—Jx|=]pg-(I—1,)| <(gg'Qn) art: p199q"?. 


Soit 
Jz = Az Br; 


avec À; et B; premiers entre eux; on a (!) 

| 1 97 Qn£Bx£ gg Qn 

[1J—Jxl < Br astip199?: 

et Jx est certainement une réduite de J si (Chap. I, n° 8), 


LA 
An =2p1qq%. 


On en conclut de suite : 


I. Sz l’irrationnelle 1 possède une infinité de quotients incom- 


plets au moins égaux a lenfierr etsrl,le, 1 sante. 
, : Pts : P: É: TA de x = DRE 

réduites, l’irrationnelle J= pq 1+p'q'1> 0, où pq7!, p'q7t 

sont des fractions rationnelles, avec 2p,qq'?£r, p, =|p|, possède 


une infinité de réduites égales à pq‘, + p'q"". 
Cette propriété a lieu quels que soient p, q, p', g! si l’on peut 
prendre r aussi grand qu'on veut. 


: I à : 
Exemple sont po. Lg —2 où 5° Anh 24; 21, est réduite 
Il il 
de 21, et — de -. 
») 2 


Si J; est une réduite de J, et si 


J = bo+t'bitr:ba+..., 


(') On peut le voir en réduisant successivement les fractions 


Pg'I, et pqg'l,+p'q"1 
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(13) et (333) donnent encore, d’après (343), 


Pa 2 Q (ann + DIT — 41 < Br b7liSptq2Q2?brt,; 


(355) brti <'2P19 Q(anx1 + 1). 
De même, |, étant réduite de I, 


1=9p (pq 1)=gpil—gppiat, Tr = gp 1Jk— gp'p=tg"1, 
(363) An+1 L'2Piqq?(brsi +). 


Les quotients incomplets 4,4, sont limités supérieurement et infé- 
rieurement en fonction des b4,,, et inversement; ceci en particulier 
a forcément lieu pour tous les quotients 


Ant122pP19q9?% et  brs22pigq"?. 
Par conséquent : 


I. Sc l’irrationnelle possède une infinité de quotients in- 
complets supérieurs à tout nombre arbitraire, l’irrationnelle 
J= pq '1+ pq ">0o possède une infinité de réduites égales à 
pq" ‘ln + pq"! et de quotients incomplets correspondants aussi 
grands qu'on veut. 


D’après ce qui précède, si a,,,22p,qq'?, Jx est réduite de J. De 
même, soit J4; une réduite de J, et 


Dep) ape de-gp pa" 


si br =22p;ggq?, l, est réduite de I. D’après (35,) et (36,), à un 
quotient &r41 = 2p19q? de [ correspond pour J un quotient bx,, li- 
mité supérieurement et inférieurement en fonction de 4,,,; à un 
quotient by.,, > 2p; qq"? de J correspond pour [un quotient &x41 li- 
mité supérieurement et inférieurement en fonction de by,,. Si tous 
les quotients incomplets de I sont limités et £a', un quotient incom- 
plet de J sera forcément limité en fonction de a’, s'il n’est pas plus 
petit que 2p;gq'?. On en conclut cette propriété remarquable : 


IL. Soët I une trrationnelle dont tous les quotients complets 
sont limités et <a; pq" et p'q'' étant des fractions rationnelles 


M. 4 
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quelconques positives ou négatives 
(4,3 >0,1pl=ps lp 1=p1), 


le développement en fraction continue de J=pq"'1+ pq ">0o 
a tous ses quotients incomplets limités supérieurement en fonc- 
tion de p1, q, get a!. 


Ces propriétés s'étendent au cas où 


Te MI+N 

- MI+N” 

avec M, N, M, N’enters positifs ou négatifs, MN'— NM'ZÆo (!). 
En effet, 


MI+N MI, + N 


Lan ENT NN EN 


= prn(l—1,). 
Dès que 7 est assez grand, |[u,| est limité supérieurement et infé- 
rieurement en fonction de M, N,M', N’, I. Si 


MP} + NO» 


— di D 
J+— ATB} is MP,+NO, 


un diviseur commun au numérateur et au dénominateur du dernier 
membre divise MN'— NM’, comme on le voit facilement, du fait 
que P, et Q, sont premiers entre eux, et l’on en conclut 


A Qn BA KO) 


où À,, À sont des fonctions positives de M, N, M, N’, I. (33;) don- 
nera dès lors 
ITA PBra 


où y est une fonction positive de M, N, M’, N’, I. 
On obtient de suite une propriété tout à fait analogue à la pro- 
priété I, et une formule de même nature que (35,). La considéra- 


(1) Quand MN'—NM'= 5, on sait, d'après Serret (Algèbre supérieure, t. I, 
Paris, 5° édit., 1885, p. 34). que les développements en fraction continue de J et 1 sont 
terminés par les mêmes quotients complets ; plusieurs des propriétés établies ci-après 
sont alors évidentes. Mais il n’en est plus de même quand |MN'— NM’ = 


PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES NOMBRES DE LIOUVILLE. Si 


ton de 
NÉTEIN 


= 


donne une formule du genre de (36,). On a encore des propriétés 
semblables aux propriétés IT et IL. 


Je vais encore établir le résultat suivant : 


IV. Sotent 
le. 1e 


les réduites consécutives d’indice croissant assez grand telles que 


p> Ma+N ne Mat N 
DOM LUN HAN EN 
MI+N 


sotent réduites de J — ;: J étant égal à 


MI+N 
b+i:bi+i:bs+..., 


a et|k— K'| sont limités supérieurement en fonction de M, 


NME NE nn; de méme pour bris, :.., by, Ou by, .. x 
suivant que k > kouk'<Kk. 


bxu a 


Soit 
JE AB; (Az, Bzx premiers entre eux). 
D'après ce qui précède, les quotients @y4», ..., a, Ont une limite 
supérieure fonction de M, N, M’, N’, I. 
On a 


Qu = Quant + DA 0 (arret) 


(373) Qn+2 < QnuH(ante +1) < Qn(An#1 + 1)(An+s +1), 
3 


Qn' Æ Qh(an+1 + 1)(Gn+2 + DE c .(Æn’ = JS Qn(An+1 + 1) DER 


De même, s 4 > k, 


Bz41 = Br 0x1 + Bx-1 > Bxbx, 
By+o > Br 0er > Bxbxs 0x4, 


+ ses s se eletesie sels lets ee els aise dr) estate 
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D'après (37:) et 
(383) Br <1Q»,  B4> iQ», 

Brébkia.- bue bye )O Nr) TPE 
Ki bus. -- Or ON GR FA), 
et, puisque 
(393) ani +1< 1041 
[ formule analogue à (36,). k: fonction de M, N, MONS ET 
Oxo ne byr < TE Zn'-n—1, 

Donc : 

bxy», …, bx sont limités supérieurement en fonction deM,N,M', 
N' 


il 
,N'—n. 


Je dis que £!— K est aussi limité supérieurement en fonction des 
mêmes quantités. En ellet, on a 


Bx+1 > B;6x-1, Bx+ > Bx0x-1, 
Br43 2 Brso + Brun > 2B40%4:1, Br+, > 2Bzx041, 
{ Bx+5 > 2? B;0%1, ONCE 


et, d'après (37,) et (383), 


k'— k—2 A—Kk—2 


DM br 1 One T ON DiABr,E2Be À Qn(an+1 + Tr) ln, 
D'après (393 ), 


E—k. 2 


(403) 2 2 < VE Xe te 


ce qui limite 4’ — X en fonction de M,N,M',N',I, n'— n. 
Dans l'hypothèse #'< £, en admettant qu’elle soit possible, on a 


(403 bis) Bz < By, À Qu < By < Br < ÀQn. 


Mais Q, > Q,; donc B;B;! est limité supérieurement; des raison 
nements analogues aux précédents montrent que Æ — k! et même 
Oxiys, ..., dx sont limités de la même manière en fonction de MINS 
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M',N',I(n/— n n'intervient pas); de même ici pour as, puisque 
Qn+1<Q», On10% = 07071< À, 1. 

Enfin b%,, &y+, est himité supérieurement d’après (353) ou une for- 
mule analogue. CANON FD. 
Voici encore une autre propriété : 
V. Soit une irrationnetle réelle 1 dont le développement en 
fraction continue ordinaire 
Ca ml OU Ed Oi0e ee LOC A OC 


MI+T : p 
MU an 0) ou M, NM 


: ; ee Mis 
N' sont des entiers réels positifs ou négatifs, avec MN'—NM'Z 0, 
a son développement en fraction continue ordinatre 


est d’ordre (k, bp); l’irrationnelle J — 


CS SENTE NES ae 


du méme ordre (1). 


(1) Dans l'énoncé corrélatif, exact d’ailleurs, que j'ai donné aux Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences de Paris (28 août 1905, t. CXLI, p. 418), e;(nt+°) doit 
ici être remplacé par e.(n)8+* quand Æ est < 0. 

L’énoncé V induit à penser que peut-être toute fonction rationnelle à coefficients 
entiers de I jouit en général de la même propriété; voir Note II à la fin du Volume. 
Peut-être aussi peut-on croire que l’ordre de la somme I + TI et du produit Il’ de 
deux irrationnelles I et L' est égal en général au plus grand des ordres de ces deux 
irrationnelles, en particulier que, si I et I’ ont leurs quotients complets limités, il 
en est de même de I + I’ et de IT’. Ce serait là un résultat très important à établir, 
s’il est exact. Voici une application éventuelle, parmi bien d’autres analogues qui se 
présentent à l’esprit : si pest entier > 0, on a (ÿ/p)° = Vp; Vp? a ses quotients incom- 
plets limités; il en serait donc de même de Vp. Peut-être pourrait-on aller jusqu’à 
établir que tout nombre algébrique réel a les quotients incomplets de son développe- 
ment en fraction continue limités (comp. Zntermédiaire des Mathématiciens, 1900, 
p- 4o4 et Erratum, p. 442, question 1986 posée par M. Bricard et par moi); le déve- 
indiqué ci-après montrerait dès lors 


loppement en fraction continue de 


Yi 
et e sont transcendants. 


que 

Il y aurait encore à examiner si les nombres correspondant à un même nombre 
transcendant € réel de Liouville, les nombres de l’ensemble H, par exemple (Chap. IIT, 
p. 28), n’ont pas leurs ordres en corrélation. 


D'autre part, quand J, = Pr n’est pas réduite de J, on peut se demander 


n . ! Q . 
si J, n’est pas ce qu'on appelle (SERRET, Algèbre supérieure, p.21) une fraction 
convergente intermédiaire; la même question se pose, dans le cas où J serait une 
fonction rationnelle f (1) de I, pour f(1,). 
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La formule (403) donne, en y changeant k en k, ken Use 
RS An Tr) 
où ? est une fonction de M, N, M’, N’, I. Cette formule est vraie a for- 
tiori si h'<h. 


Soient alors I, ,, 
noncé IV; J;, J,,, ..., J,,...les réduites correspondantes de J. On 


., 1,,... les réduites considérées dans l’é- 
L 


aura 
ha— hu <v(nI—m), 


h3à—ho < P(73— Te), 


hi— hi <e(ni— ni) 
et, en additionnant, 
hi— hi <v(ni— nm). 

Pourvu que : soit assez grand, on pourra écrire 
(413) hi Pur, 

#, étant analogue à e. 

Ceci posé, j’admets que I soit (Chap. I, n° 10) une fraction con- 
tinue ordinaire a +1:@<+1:@;+..., d'ordre £(k,0), où Æ est 
fini, ainsi que o. 

Soit d’abord Æ#>o;ona 

An < ex(n°+<) 


dès que n est assez grand; d’après la formule (35,) ou les formules 
analogues, 


(423) Dn+1 < Paer[(n; +18], 
et, pour les autres quotients incomplets D, 
(433) be < Ps; 

avec P2, ?3 analogues à +». 


Mais on peut raisonner (!)sur J et I comme on l’a fait sur L et J:on 
obtiendra ainsi, J;, et L,, étant toujours des réduites correspondantes 


RSS ne re MR — 
(@) On ordonne les J4; suivant les indices h; croissants n{, 72, ..., d’après la démons- 

« / ; ; : tar ; . 
tration IV [formule (40, bis) ou analogue], ni = h;(1+e;); pour l;, qui correspond 


à Jo, ni = R;(1+e;); enfin A! < vin; 


É 
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de Jet I, 
(443) To 0/0. 
D’après (414) et (443), on peut écrire 
T0; ht, 
où v; est limité supérieurement et inférieurement; donc, d'après(424), 
Dh;11 < Preg[(erh; + rte]. 


Cette formule reste vraie a fortiort pour les quotients b5 dès que 8 
est assez grand, d’après (43). Finalement 


(453) br < Daex[(Pm Rn + 1)PTE ]. 
Or 
Pyn nm +1 < he 


dès que mn est assez grand, 
(p#HE)UHE : 
Br vierlhe Een) 


(e' analogue à e), c’est-à-dire que le développement en fraction con- 
ünue de J est d'ordre au plus égal à celui de [ (t). 

Soit maintenant # << 0 : on raisonne de la même manière en rem- 
plaçant ex(n°+t€) par ex(n)f*, et l’on arrive à la formule analogue à (45;) 


bn < Prex(ANTE )P+E Lex (RE )p+2e ; 


k étant négatif et — — ,, 


CLR) = logs, hi = logr, 1log hf < loge, 1(logh, )TE 
log (loge Ant <<, .0< log(logz, 1 Am TE < (loge, Am)ite; 
donc 
bn < ent him 1) PH) € ep( him )P+E. 


Le développement en fraction continue de J est encore d’ordre au 


plus égal à celui de I. 


(1) Ces calculs restent exacts quel que soit le signe de Æ; par suite la propriété V 
est encore vraie dans la deuxième classification (Notes I et IL à la fin du Volume) 
des fractions continues. 
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En raisonnant sur J et I comme on vient de le faire sur I et J, on 
voit que, si J est une fraction continue d'ordre SE, omalenretde 
même de I. On en conclut que les ordres de I et de J sont les mêmes. 

GG EF: D 

Je considère maintenant, comme dans la note (!), p. 11, la frac- 

üon continue irrationnelle 


JE d5 + Bot... + Prat dot di +T: di +..., 
avec 
[= a+ia+iias+...; 


elle est de la forme 
MI+N 


M'I—+ N°? 


le développement en fraction continue ordinaire de J! 
Cirlé Ci I CE. 


est de même ordre que I. Ceci justifie l'extension indiquée dans cette 
note (!),p. 11, de la définition de l’ordre aux fractions J'. On voit 
qu'il n’y a pas lieu de craindre que cette extension conduise à attri- 
buer plusieurs ordres diflérents à une même irrationnelle. 

De même, 


ARTE DUR CA LED ON 


est de même ordre que I. 


À üutre d'exemple d'application, je reprends (p. 11) le développe- 
ment en fraction continue de e indiqué antérieurement : 


EE — I 
2 


110 + HI 4n—2+..., 


E—=I+HI2II+I 6+.:.+r {nn —92 +... 


CREER | 


; : M(e— 21 
— éte sont d'ordres (0, 1); de même pour J — Mani sm 


Me = E=SNa 


De 


plus, le ni"* quotient incomplet de 


I x . sr iRS 
croît indéfiniment avec n ; 


> 


donc, dès que nr dépasse une certaine limite, si 1, est réduite de =" 
2 


MI,+N 
MI,+ N 


est réduite de J; en particulier 21, + 1 est réduite de e. 


CHAPITRE IV. 


LES NOMBRES TRANSCENDANTS CONSIDÉRÉS COMME RACINES 
DE SERIES INFINIES OÙ DE FRACTIONS CONTINUES. 


Séries infinies à coefficients entiers. 


1° Nombres transcendants réels. — Soient £{, un nombre réel 
positif absolument quelconque < 1, M un autre nombre quelconque 
réel, c, un entier tel que o < M — c,<1; si M est entier, M—c,—1. 
Je divise 5 —M—c, par G,;ona 


eo M—co—(ci+e1)6, 


M— c e 
Fe 0 el Ceci: 


où €, est le plus grand entier contenu dans 


De même, je divise e, par &, 
E1—(c> e)C1, 


où C— E(e,6,')<C,' est le plus grand entier contenu dans e, C6, 
€ << 1,.... En continuant de la sorte on obtient 


(14) M = co+ cG+coli+...+ cn +... (1), 


OC C0, Ci, des que 7 —1;lasémie du second, membreest 
évidemment convergente; c’est ce que l’on pourrait être tenté d’ap- 
peler une représentation du nombre M dans le système de numé- 
ration de base €". 


(:) En admettant pour €,, e,, ... des valeurs positives ou négatives, de façon que 


I DAS , . . pe \ 
|s;,1< —> et choisissant les c; en conséquence, on obtient, au lieu de (1,), une série où 
ee 


les c; sont positifs ou négatifs, et, en valeur absolue, = à 6,1. On pourrait étudier ces 
séries de la même manière. 


Pour ce Chapitre on pourra consulter E. SrrAuss, Æine Verallgemeinerung der 
dekadischen Schreibweise (Acta mathematica, t. XI, p. 13-18). 
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14 ! 
Pour un nombre €Z21 on peut poser G—=6,, quand €, >1, 
(,<1, ou encore opérer de la manière suivante : soit Q un entier 
! rs [ —1 æ 4 L4 2 LA = ds à 
quelconques 6, 46,0 par le procédé appliqué c1 dessus à €, 


l’on obtiendra le nombre M sous la forme 


ei € n 
(2) M = co+ ci 2 ++e() +. 


Q Q 
On peut aussi, quand €, et Q' ne sont pas tous deux entiers, poser 
E—Q'=G<1, 
avec Q/ entier ou non, et obtenir la forme 
(2, bis) M = co+ cit — Q'j+... + en(G — Q'} +... 
Si l’on prend M — c,—1, il en résulte en particulier ceci : 


Tout nombre algébrique ou transcen/lant réel positif est racine 
d’une équation 


(7) 1= C++ CE reees 
quand €, <1, et d’une équation 
(4) TIC CRE Che 


quand, > 1, ©, étant un entier ordinaire positif respectivement 
Cou CO) 


Mais l’on peut arriver à une analogie plus complète avec les sys- 
tèmes de numération à base entière. Soit un nombre quelconque 
Cœ1; si M1, on peut trouver m tel que 


(54) Cm+i > M 2 om: 


(1) Si 1 ou €, respectivement sont < 2, les c, sont égaux à o ou r. Il est bien 
entendu que ces séries, comme celles que l’on rencontrera dans la suite, peuvent se 
réduire à des polynomes par des valeurs particulières de M et &,. 

Pour 6, <1, le développement (3,) ne peut être limité que si 6,! est un entier 
algébrique; pour G > 71, (4,) ne peut être limité que si &, est un entier algébrique. 
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si &, est le plus grand entier ordinaire < € contenu dans Me 
M — ao Cr + CHE LL om è 


alors, opérant sur 4, comme on l’a fait sur M, 


Lo = dCi + ou, OC En LÉCREE 
UM — AC 2+ œ, OL <f, En EU, 
des sem ecut es ; Do 0 A con; 
m2 = Am16 + m1, DÉC En ce Ami < Ë; 
Lmm—1 = An TT Am) 0m. <t, An LI, 


M = œêr+atmt+., + Am—16 + Am + Ame 


J'applique maintenant à a» et 1 << 1 la formule (14); on aura 


Am—= CC Î+... + CnCr+..., 


(6) M=@œËêr+ am it+.. +amil+amtatti+...+eontr+..., 


avec c,<<5. C’est là ce que j’appellerai {a représentation canonique 
du nombre M dans le système de numération de base €. Par exten- 
sion de ce que l’on fait dans le cas où € est entier © 1 (par exemple 
si 6 —10), on pourra représenter M par le nombre 


doi... Am, C1C2... Cm 


On déduit de (6,), comme tout à l’heure de (3,) et de (4,), que 
tout nombre réel positif, algébrique ou transcendant € est racine 
d’une infinité d'équations transcendantes d’une forme particulière à 
coefficients entiers, en prenant par exemple M entier ordinaire. Je 
n'insiste pas. 

(6,) peut encore s’écrire, en divisant les deux membres par C7, 


(6, bis) Mrs el GPL RE ch" 


Cette représentation canonique du nombre M, quand on donne 6, 
est unique; il n’y en a pas d’autres de la même forme satisfaisant aux 
mêmes conditions (!}, c’est-à-dire telles que les coefficients a; et c;, 


(:) Cela est une conséquence de la manière dont j'ai formé (6,); les autres for- 
mules (1,), ... donnent lieu à une remarque analogue. 
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ou c’, sont <<, et, de plus, que la somme des termes qui suivent 
à + ; ; 

GC OU CCI EST plus ApEILieNGUe Ci ou Cri respectivement (*). 

Quand on ne tient pas compte de ces conditions, on peut trouver 

une infinité de représentations non canoniques du nombre M. En effet, 


soit 


(GA) 1 Che EC CE CRT, 


(:) Cette dernière restriction est absolument nécessaire en général. Si l’on choi- 
sissait au hasard les coefficients c; par exemple, de facon seulement qu'ils soient <Ë, 
on pourrait obtenir des représentations qui ne sont pas du type (6,). 

En effet, je suppose que, dans (6,), les coefficients c,, c;,;, c;..;, ..., dont les indices 
sont en progression arithmétique, soient tous égaux à E(£), £ n’étant pas entier. La 
somme Z, des termes à partir de c,f-' est au moins égale à 


ECC) REG ER) SERRES, 
qui sera au moins égal à &#1 si 
BOSS, G—E(6)< 6; 


ceei peut avoir lieu au moins pour de petites valeurs de 7, et a toujours lieu pour 
J =1; mais alors, d’après la facon dont on trouve (6,), pour obtenir cette forme (6,), 
il aurait fallu choisir c;_, plus grand d’une unité au moins. 

Il en résulte en particulier celte conséquence, quand le développement (6,) de M 
est indéfini, que jamais on n'a, à partir d’un certain terme, c,= E(£), quel que soit £: 
il y a une infinité de coefficients c; au plus égaux à E($)—71 (nuls si € <2). 

De même, si 6—E(t)< 6-1 (exemple & — V2), il y a dans (6,) une infinité de 
couples de coefficients consécutifs c,, c;,, tous deux au plus égaux à E(£)—1 
(nuls si 6 <2), sans quoi, à partir d'un certain terme c;, on aurait une somme de 
termes au moins égale à 


EEE) Gr + Ge EC) (te) te, 


On peut encore trouver une limite supérieure du nombre des coefficients c, consé- 
cutifs qui peuvent être égaux à E(&). Soit 


CC =. .— CG (RE 


il faut 
: x x D de à 
Céder ue (rie BOT ST, 
= |: 
ou 
En x EX: 1+ E(C)—t 
1— ti) > 1 — 2 A RAT. 
Fe De ne E(t) 
tie BBQ) 
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la représentation, évidemment non canonique, de l’unité qui résulte 
de (1,); on pourra dire aussi que 


(8:) CS EN ee RE NS 


est une représentation de zéro; l’on peut ajouter aux deux membres 
de (6;) le produit des deux membres de (8;) mulüpliés par un 
nombre quelconque M’ mis sous la forme (6,), et l’on aura une infinité 


4 


Quand 6 = V2, GEI SR TO CDR que DO) On oi quiunedes 
2 — 4/2 


coefficients sur deux au moins est nul. La même circonstance se présentera quand 
ME quelconque, eL6- (a CCE NC SCT 01 (07 


arr r) (er) = 1); 


il suffit 
C0) 
JE 
(es : ee = = -(1- V5)= 71,618 
Donc : 
+ V5 
Quand 1 << 1 ns —1,618..., dans un développement canonique de la 


forme (6,), sur deux coefficients consécutifs, l’un au moins est nul, l’autre pou- 


: - ee e us 
vant être égal à l'unité ou nul; exemples : & = — ou © = “ 


Je prends encore 6 = e = 2,718... (base des logarithmes népériens); 


% 


j tr. Fes 
CRISE EE < SE Je. Î=10: 


Quand & = e, sur deux coefficients consécutifs de (6,), un est égal à 1 ou 0. 


Enfin, quand 6 = 7 = 3,141... 


3 3 : 
Nef, Jos 


+1 
En er 0,89 


Il y a parfois encore d’autres règles analogues; ainsi, quand c;= E(&), 
D cum 6 ME(SR GNU I<E, ca, <(t=E(S)IS, 


et c;,, sera nul si 6[6—E(C)]<1. Cette dernière condition étant supposée réalisée, 
il faudra ci c,,6 2€ 6H, ç,,,< [6 — E(()]; et ainsi de suite. Prenant en 
particulier 6 = #, c;= 3, on obtient c;,,—= 0, c;,,£1. Donc : 


Quand & = 7, si un coefficient c;= E(t)=3, le suivant c;,, est nul, et c;,,=1. 
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de représentations de M, analogues à (6,), mais où les coefficients &;, 
c; ne satisfont plus en général à la condition d’être <[£. 
Quand € est <1, on pose 6 — T/, et l’on opère sur {! comme on 


vient de le faire sur €. 


> Nombres transcendants quelconques. — Ces procédés peuvent 
aussi s'étendre aux cas où, soil la base €, soit le nombre M, à repré- 
senter, est imaginaire. Je dirai dans ce qui suit que f + gt est un 
entier imaginaire si f et g sont entiers, positifs ou négatifs. 

Je détermine d’abord l’entier c, par la condition 


5. 


6<M—c|= > ? 
si 
M = p+ ve, Co= fo + Loi, 
il faut et il suffit 
AVE 
OL(u— fo) +(v — g}Ÿ= ne 


ce qui peut toujours se faire en prenant pour f, et 2, les entiers, 
posiüfs ou négatifs, les plus voisins de u et y; cela donne 


I 
lu—fiSs lag 


Si M est entier, réel ou imaginaire, on obtient M — 6, ; pour avoir 
alors une représentation de M, on en cherchera une de ee q; 
entier réel, ne divise pas à la fois et ». À 

Je suppose maintenant que le module Z de £-1 soit plus grand 
que 1. J’écris 


eo M—co=(ci+e)t, G—=/fi+ gi, Ci=et+bé, 
L= a+ b2> x, ns le ie 
2 


RTE 4 + ; 
(M DE co)S ! est de laforme f} + Lit Si fr, a sont les entiers les 
plus voisins de f,, 2 


CHE VUEETERES 


2 


D | — 
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d’après c—=f;+ gi, ona 


2 

CRD Er laP=fi+ is (fi 1+ :) + (lait L) 
. = 2 
= fi — fi +(gi — 81)i, je 1s 2. 


J’opère alors sur +, comme je viens de le faire sur s, = M — Co Je 
pose 
€ =(Cr+ es), Ca = fa + gai, Ge 


On a 


F. = à 2 
CN mn et lolr=fr+g (1 1+ 1 +(1e41+ 2) 


Où f2, ga sont les entiers les plus voisins de f} et g°,; et ainsi de 
suite. 
On a ici 


VERS = lat: 292, 16%, 
laps fer + + fiI+lelS ++) file leil: 
or la plus grande valeur de 
(Fig = fi + 88 +21 fig, 


pour une valeur donnée de ff + g, ayant lieu pour f 8 maxi- 


mum, est réalisée pour |fi|=]|g;|; quand f? + PER » la plus 
Ê 2 2 ga 
grande valeur de | f, |+|g'|a donc lieu pour Mie es Donc 
2 Z + 
aps Æ+lez= lens, als. 
2 2 2 V2 


Le même raisonnement s'applique quand on remplace les indices 


0,1 par les indices 1,2, et 


Zy2 I 
Vesta, Japéfest+l+lfl+lel 
LEE x, 


eu 


Ic|< 
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le raisonnement se continuant évidemment, puisque les quantités &o, 


; : PRET 2 er 
eyy € €3s +. satisfont à la même inégalité |e;[<£ onaen général 


VAE 
|c;lS ; 
V2 
on obtient ce résultat : 
TaéorÈkme l,. — Tout nombre M peut se mettre sous la forme 


M=co+el+el+...+ cnCt+..., 


où € est un nombre arbitraire donné, réel ouimaginatire, |S|<1, 


2 . , s 
M—c,|< He EE Cox Ci -- 3 Cns --- SONT des enLiers TÉELS OU CIRE 


ginatres dont les modules, sauf celui de c,, sont au plus égaux 
Caael 


2 


On pourrait aussi choisir autrement f,, 20, frs Si --.3 ainsi on 


x 


pourrait prendre pour f; et 2; les entiers immédiatement inférieurs 

ou égaux à f' et 2. C’est ce qui a été fait dans le cas où M est réel 
Fi er 

et € réel et positif [ formule (1,) et suivantes]; je ne m’y attarderai 

pas. 


Le théorème précédent comporte diverses conséquences : ainsi, je 


prends M — _ j'en déduis 


7) 
1= 2010 +20C02+...+ocitr+...; 


donc : 


CorozLaire 15. — Tout nombre algébrique ou transcendant €, 
réel ou non, est racine d’une équation 


(67) 1=204C+20C02+...+ocnti+..., 

quand | '=Z>:1,et d’une équation 

(CA) 1= 2046 +206 2+..,.+ocnCnr+...; 

quand SZ 1, Cn étant un entier réel ou imaginaire, de 
module respectivement < DR RS 


2 V2 
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On pourrait aussi arriver à un corollaire analogue en prenant 


Nu quand |0|<ù, d'où 


GC NE ET PAS 
1=CC+oc C++... .+ciertE,... 


Soient He ne le nombres conjugués de C, Co... +, Ch, .. ” 

Rte : Le : , 1 cs HER 
c'est-à-dire. que, Si Ca = fn + £at, Ya = fn — gnt. Soit encore 
Z=|$F1> 1, € le nombre conjugué de €. 


D'après (3) S est racine de 
J(z)=1—-20C13—20o2?—...—92cy230—.,.—=1+Pz+iQ3z, 
£! est racine de 
D(Z)—=1—2ÿ13 — 223 —...—2ÿn3—.,.=1+Pz 1:02, 


où P et Q sont des séries en 3 à coefficients entiers réels; leur rayon 
de convergence est > Z7'. Je forme 


F(z)=fo =(i1+Pz)} +022. 


F(z)est alors une série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de 3, dont le premier coefficient est l’unité, les autres étant entiers 
réels. On en conclut donc : 


Conozzaire IL. — Tout nombre algébrique ou transcendant &, 
réel ou non, est racine d’une équation 


(9,) [+3 + A2 +.,.+an2t+...—=0, 
quand ||<1,et d’une équation 
(4%) 1+ a 3 + Gr ?+...+ ans +...= 0, 


quand || 1, les a, étant des entiers réels, positifs ou négatifs. 


Ce résultat n’était pas évident a priort. 


Remarque. — J'envisage la représentation de M, quand elle est 
possible, sous la forme la plus générale suivante, canonique où non, 


MERS NÉ EVE ENV CES, 
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où les y, sont entiers, réels ou non, ou même rationnels, et € estun 
nombre arbitraire, avec [{|>1, le second membre étant une série 
convergente, en sorte que |, | tend vers o quand À croît indéfi- 
niment. 

J'admets que la suite des coefficients y, soit périodique, c’est- 
à-dire que, à partir d’un certain coefficient /,4,, On a 


MEME NEA ES RON EE) asc: 


la suite sera périodique simple, si l’on peut prendre p = 0; pério- 
dique mixte, si l’on doit prendre p > 0. Dans les deux cas. les coef- 
ficients y; ont tous leurs modules limités supérieurement. On aura 


M tm = Yo + V1 el ce Yp Cr 


+ CP A (pa + Yp+oC + + Yp+ge 1) (+ CI+ +. ..), 
(a) Mr y Eye Ep CP 
ere f —1 ?—q+1l\. 
+ (rot + pt Sum #27 Moon) | 
mi 


il existe une relation algébrique à coefficients rationnels entre M 
et Ct. Si M est un nombre rationnel ou algébrique, £1 et £ sont des 
nombres algébriques. 

On arrive évidemment à la même conclusion, quand |£! est plus 
petit que 1, pour la représentation 


M Gr — Yo + Yi. ..+ Vrac Eee 


Il y a réciprocité, au moins quand M est un nombre rationnel : 
soit € un nombre algébrique, avec | {| > 1, dont l’inverse {1 satisfait 


\ 


à l'équation 
(b4) Cra+ MC + y7 IH +. + pie M, 


où M et les y sont rationnels; l'équation dont £! est racine peut, en 
effet, être mise sous cette forme; on a 


Ce = ñ AR 2 
M = Ÿ2S Er rels CERN SE y1C 1 
1— 4 


= (VE +. + ya 2) (+ a+ Ca ...), 


(Cr) 
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et l’on obtient pour M une représentation périodique simple. Donc, 
le nombre rationnel M étant évidemment arbitraire : 


Tout nombre algébrique de module > 1 peut étre caractérise 
par ce fait que tout nombre rationnel, réel ou non, admet une 
représentation infinie périodique à coefficients rationnels à l’aide 
de ce nombre. Pour un nombre transcendant, il n'y à aucun 
nombre rationnel admettant une représentation infinie pério- 
dique ou finite à coefficients rationnels à l’aide de ce nombre (1). 


On a une propriété corrélative quand |[{|< 1. 


Séries infinies à coefficients rationnels. 


1° /Vombres transcendants réels. — Je procède encore comme à 
l’occasion de la formule (1,), en supposant o 6, <1, M et &, réels; 
mais au lieu de prendre dans 


Er — (Ci E;)C1 I, 


pour c;le plus grand entier ordinaire contenu dans e;_, €", je prends 


pour €; la fraction rationnelle ordinaire la plus approchée par défaut 

de e;_,5,', et dont le dénominateur est ©;, ©; étant un entier ordinaire 
ë 2 : ; ne d; d; 

foncuon de z, avec lim o;— æ pour £ = (?)}, et CG — —; — sera tou- 


De epe 
FA 


jours au moins égal à ce plus grand entier, souvent plus grand, et lon 


EU + Ej4ts dis + ern@in = SC pra, Ej1 Pit € |; 


dir — E(e:G'p;m)< v:n0Cr: CES 


(:) Dans le cas où M =1, m = Y,—=0, le coefficient de la plus haute puissance 
de 6 dans l’équation algébrique (a,) est l’unité; si les y; sont entiers, par définition, 
& est un entier algébrique. Dans le cas où m = y, = 0, M quelconque, £ ne peut être 
un entier algébrique dans (a, ) que si les y; sont tous de la forme M5, où les à; sont 
entiers. 

Inversement, si & est entier algébrique, on peut prendre M =: dans (0,), les 7; 
étant entiers, el (c,) donne pour l'unité une représentation périodique à coeflicients 
entiers. 

M 4 c ‘ : rt je ee . : 

(2?) On pourrait aussi étudier le cas où 9; reste fini : je n'insiste pas; quand 
w,—=1, on obtient la formule (1,). 
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E(x) désignant le plus grand entier contenu dans x. On arrive ainsi 


au développement 


do d T5 
(14 bis) Me 151 DRE CERr 
0 21 Qi 
dy : ; 
En p: — —1, on obtient ce résultat : 


Co 


oi étant un entier ordinaire avec im; = pour 10, totit 
nombre algébrique ou transcendant réel positif est racine d’une 


équation 


(3, bus) = U+...+ — Ci+..., 


quand, <1,et d’une équation 


( 41 bis: — € dust = CPE. 


= G| 
-G 
S 


quand € Gt Etant entier positif ordinaire < Di o;* Ce 


… ot : no, L-1 
ou on 0€, respectivement (9, —=1;di<96, ou di£o; Gi). 


On remarquera, quand br <1, que 


. dit 
Q ra n— = — == 
(8, dis) o ÉMERSe ae dinipih < G'o7!. 
i+1 


æ 


Ile Le \ d A 5 
a série int Dis, à tous ses termes plus petts que ceux de 


la série D Cie; '. Or, sil ;' croi 
er SOE 19% « Ur,sile rapport Digi 2; croit constamment et in- 


C2] 


F à NE Re : F4 : 
définiment avec £, ÿ $,2,' est une fonction entière (?). Il en sera de 


(!) Je reviens plus loin (Chap. V) sur cette formule. 

(?) C'est-à-dire une série qui converge quelle que soit la valeur de la variable. Ici, 

en effet, le rapport æ,9l, d'un terme au ESSOR tend vers o quel que soit æ. 
Dans ce cas, d;?;1 tend vers o, et l’on n’a jamais une suite périodique de coeffi- 

cients d;p71 
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Le 2] 

A — . PUNI PE ‘4 & 

même alors de > digio;!, 6". Cette dernière propriété a d’ailleurs 
1 


C2] 


lieu plus généralement à la seule condition que De v;' soit une 


1 
fonction entière. On en conclut ce théorème, que je crois important : 


C2 


Taéorèue Il,. — Soit o; un entier ordinaire tel que Ÿ zip; 
[l DE [A 


1 
soit une fonction entière de x: tout nombre algébrique ou trans- 
cendant réel positif &, 1 (1) est racine d’une équation de la 
Jorme 


(9) o=—1+doi'f+...+ diortté+...= f(b) 


0 < d; BNC TS Dr RE Lo T1 
(où o<di,, <oi®;'"C;", di,: entier positif, di£e,,'), dont le 
second membre est une fonction entière de €,. C’est en particulier 
le cas quand &;,,0;' crott constamment et indéfiniment avec 1. 

En méme temps, tout nombre réel positif est représentable sous 


la forme (1, bis) (?). 


Si Je prends en particulier ©; —i!, 


(104) AIDES DE on à rs le à CL 
où digs L(t+i1)C;". 
Si je prends wo; — b;(1}i, b, k, p éntiers, 
BAG DE, bat) = bb), mr BAC) = ba, 


[comparer formule (14), Chapitre I, où b est remplacé par e|], 


NET di Gi dit Es 
Cris) REC TD ON PCI a 


Û 


où déns << by(i+ 1) 0 bai) rit. 


(1) On soupconne de suite que cette restriction n’est pas nécessaire; on va le voir 
tout à l'heure. 

(2) On obtient une représentation des nombres négatifs — M', avec M'> 0, en 
prenant la représentation de M’, ou encore choisissant À rationnel de facon que 
A —M'>o et cherchant la représentation de A — M’. Dans le cas où Ë, serait né- 
gatif, on poserait 6, = — Ë;. 
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Enfin, si je prends &; — b;(1), 
= - Rs 
(12) CE lens ee AO +... — O, 
Où dis < bip (tr + 1 GT 00 me 


Remarque I. — On a supposé dans (3, bis) et(94) à (123) Gi <1; 
mais un procédé analogue conduit à des formules semblables quand 
€,21. Le raisonnement fait à propos de (1, bis), p.68, est en général 
suffisant, d’après ;,, <'o;,1%;" ,', dès que, pour une infinité de va- 
leurs der, $hre,0c exe 

On peut préciser, si l’on veut, ainsi qu'il suit : on écrira, quand 


6 


IV 


l; 


DATE = 6h (A + Ei+1; Es CRE 


ourvu que l’on prenne d;,, = 0, si 
P que l’on p dix: 


d’où 
De même 
EC re Dal + Ejyo, 
avec djjs = 0 si 
Ei+1 Eu = e;C;? € Prato) 
Il suffira que l’on n'ait pas constamment 


= _ = - Lie — 
EC < 91 ; ENG EE ss eti <ot, 


pour que l’on puisse poser, quand ; à une certaine valeur 7, 


EN — ji — - : i 
CC or ei — +1 27 + Eji d;41 entier > o, 
2 neo È Ce F—j— 
ji 'Pjrs dj <eoç— Lo;r, 
et 
: SA : OT = 
djni<e;Citpjn <pjnortEst, 

puisque 


Ej =ej1Gi << pri. 
LT à ‘ 
Si l’on n'a pas ensuite constamment 


: = a . A ET —À = 
£j+161 ES Pj+o: ….. DAS == CARTE << PRE 
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pour une certaine valeur ;, de £,, on pourra poser 


DR Gr ESS ST — Tea aus 
Ej+jGi = jm = dj; non + jen, 
« " 1 il 
dj+j,+1 entier > 0, Ej+ jt Dj ++ 
NES — ae —j = 
dj+j+t = CŒENTQUE Pitt (QRELTEN 7e CATT 


e L . S == à 3 4 1, = 
dirpiree ACr: Pitt Pitt Pi 5 
et ainsi de suite. On obtiendra 
: ; ETS ". 
(ter) M=dpst+ dino;ltittiæ di; hou tit +. 


Ilest bien évident toutefois ici que eo; est assujetti à une certaine 
condition de rapidité de croissance, puisque €, 21. Je suppose en 
particulier que limé;a {= pour ? = +, quelle que soit la quantité 
fixe a. La quantité Dig Ceiel est dans le même cas, et il yaura, M étant 
donné, une certaine valeur 7 de £ telle que, si 

ejnart = 061 Lt, 
on ait 

ejCi = €0C1/ 29; ; 
de même, bm,"o;,; ,, = æ pour &, —«, et il y aura une valeur 7, 
de x, telle que 


e : = 2 
Ejr1C1/i —\€;+), C1 2 Phj,+t ; 


el ainsi de suite. On arrivera alors pour tout nombre M à un déve- 
loppement de la forme (1, ter). Cette série est évidemment conver- 
gente, car 6;%, tend vers zéro quand £ croît indéfiniment. On a, par 
exemple, 


—T] IN EL ER Ne Nr 
ditjn <CPj+j 9741 dite Pi Pr Gr 


et la série (1, ter) a tous ses termes, en négligeant au besoin le pre- 
mier, plus petits que ceux de la série 


+1 1 
> C4 Pj+1: 


Ici, lim (26,)#to@;}, = 0 pour J =«, d’après l'hypothèse (1) faite 


(:) D’après cela, si, quel que soit le nombre fixe a, limy;a = pour & =, 
) æz'#;! est une fonction entière. Inversement, si cette série est une fonction en- 


tière, le terme général tend vers o, quelle que soit la valeur donnée à x, c'est-à-dire 


que limy,a "= « pour & = o. 
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sur @;, .etrcette série est convergente quel que soit C,, c’est-à-dire 
que c’est une fonction enlière de &,. Donc la série (1,ter), où ; 
est regardé comme une variable, est fonction entière de &,. Par 
suite : 


CorozLaire. — Le théorème MH, et les formules (103) à (12,) sub- 
sistent quan / &, est21. 


En changeant ©, en — Ÿ, on obtient des résultats similaires pour 
les nombres réels négatifs (1). 


Remarque II. — Il résulte de là (2) et, par exemple, des for- 
mules (9) à (12,), que l’on étudiera tous les nombres transcendants 
réels en étudiant tous les nombres qui sont racines des équations (9), 
(10,), (11,) ou (12,). Les formes (11,), et surtout (12;), où les séries 
sont très rapidement convergentes, sont particulièrement avanta- 
geuses, car on les manie beaucoup plus facilement que les séries (10;) 
par exemple. Ainsi, dans le cas de (12), on a sans peine, dans des cas 


(1) On voit, avec la terminologie de M. Cantor (Théorie des ensembles), que les 
fonctions entières f (æ) à coefficients rationnels, dont un nombre donné réel, algé- 
brique ou transcendant, est racine, forment un ensemble ayant la puissance du con- 
tinu. Ceci est de plus évident a priori pour un nombre rationnel &, car, en multi- 
pliant la série f(æ) par æ — a, on obtient une série ayant «@ pour racine. On le 
verrait de mème @ priori pour un nombre algébrique. 

(?) Les limites fixées pour d;,, permettent de définir une catégorie de séries ayant 
pour racines tous les nombres réels de valeur absolue >? Z, Z étant un nombre po- 
sitif choisi arbitrairement. 

Les lecteurs au courant de la terminologie des fonctions entières (Note I à la fin 
du Volume) voient que (10,), (11,), (12,) sont des fonctions entières d’ordre 1, d'ordre o 
et d'indice #, ou d'ordre o et d’indice infini, d’une forme spéciale; c’est-à-dire que, 
par exemple, il y a d’autres fonctions d'ordre 1 que les fonctions (r0,). Ceci prouve 
que l’on peut définir tous les nombres transcendants réels comme racines de fone- 
tions entières à coefficients rationnels, ou mème, d’après (3,), quand &, 1, de séries 
non entières à coefficients entiers, d’une infinité de manières. En particulier, d’a- 
près (12,), où f($) est ce que j'ai appelé une fonction quasi-algébrique à cause 
de ses analogies avec les polynomes, on voit que les racines des fonctions quasi- 
algébriques comprennent tous les nombres transcendants réels. 

En supprimant dans les dénominateurs de (11,) et (r2,) les exposants Do DU, 
p(i+i), ..., on obtient un mode de représentation analogue. 

Enfin, on peut montrer que, parmi les fonctions f(6,), il y en à qui ont une infi- 


nité de coefficients d; £ 0, même si Ÿ, n’est pas transcendant, par exemple quand Ë, 
est un nombre rationnel. 
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étendus, comme je l’ai montré ailleurs, une valeur approchée des ra- 
cines de f(x) et un certain nombre de leurs propriétés. 

Ces résultats paraissent dignes d'intérêt, On sait que l'étude des 
nombres algébriques, c'est-à-dire des nombres racines des équations 
algébriques à coefficients rationnels, se ramène à celle des racines 
d’une catégorie spéciale de ces équations, à savoir de celles qui sont 
irréductibles. On voit dès lors que, si l’on veut essayer d'opérer dans 
la théorie des nombres transcendants et des équations transcendantes 
une simplification analogue, supposée possible, on aura sans doute à 
choisir une catégorie très spéciale d'équations transcendantes jouant 
un rôle analogue à celui des équations irréductibles. Je reviendrai 
plus loin sur ce point (Chap. XI). 

Remarque 111. — La plupart des séries considérées dans ce Cha- 
pitre ont leurs coefficients de même signe; mais rien n’empêcherait 
de prendre des séries à termes positifs ou négatifs, le signe du ni°”° 
terme étant fixé & priort. 

Je procède par exemple comme à propos de (1, bis), p. 68, et je 


En effet, je reprends la formule (3, bis) de la page 68, où je suppose 6, = gp 1<1, 
es 


g, P entiers premiers entre eux, les 4; étant tous premiers à g; on à 


£ 
€ 


= F— = m—1 EE ni 
=, O0! =?Q = d,®; Ê1s CARE? E;:pq —d;;;pnl Her, 


S'il n’y a qu'un nombre limité des d; qui soient £ 0, on devra avoir, pour une va- 


leur de à, 


d’où 


= d,;gvnnp ", e,pq '=d;o;t+d,;gyp;l p". 


Le deuxième membre est une fraction qui n’a pas g au dénominateur; donc &; ; 
est une fraction irréductible dont le numérateur est divisible par g, comme e;; et 
ainsi de suite : e, est une fraction irréductible dont le numérateur est divisible 


par g; on aurait 
UT At 


et le second membre serait une fraction irréductible dont le dénominateur est pre- 
mier à g, résultat absurde. Donc : 


Quand &, est rationnel, réel et positif, et égal à gp <1,q premier aux #;, le 
développement (3, bis) est indéfini. 


On voit de suite qu’il en est de même quand un des facteurs premiers de g ne 


divise aucun des ,. 
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pose, €, étant positif 1, 
_ : ’ ; X : : 
011 = dlii@rli— Eli, © positif, di, entier, 
* rte DR Ton 
Det — Ejet Dit <CpnPri 1, CE Qi € Il) Ce PET d'une e;Ci Dit) 


d’où 
dis <'pimbi gr +. 


On peut opérer de même sur &,,, de façon à avoir au choix 


c!. Re ré L e 
cir1611 = dir2@ife E Eye) tit D 0, 


: ; : . . ; 
soit comme on vient de le faire (cas du signe —}, soit comme on l’a 
fait pour (1, bis) (cas du signe +); et ainsi de suite. On arrive à une 
formule analogue à (1, bis) : Je n'insiste pas. 

Comme types de séries de ce genre, je citerai les séries 


; a3 xÿ 
no A à ET 
x? æ* 
COST = 1 —— + — —..., 
2! 4! 


qui peuvent représenter un nombre quelconque < 1; pour x=nT 


Do ei : À : 3 ë 
ou ——— 7x, sinx ou cosx est nul, et l’on obtient des équations ana- 
3) 


logues à (104) ayant pour racines les nombres transcendants (!) nx 
INT 


OU Tr. 
2, 

2° Nombres transcendants quelconques. — Je me bornerai en 
principe, à propos des autres modes de représentation d’un nombre M 
à l’aide d’un nombre €, ou des autres catégories d'équations dont &, 
est racine que J'indiquerai maintenant dans ce Chapitre, et qui sont 
analogues à (1,) et (9:) par exemple, au cas où £, est réel. 

Mais j'attache assez d'importance aux résultats obtenus ici pour 
croire utile de montrer que l’on a encore un théorème analogue au 
théorème Il, et à son corollaire quand &, est imaginaire. Je suppo- 
serai pour simplifier les o; réels. 

Je prendrai encore en général, comme à la remarque |, 


&G= dinygl, +e;, 


(1) On verra plus loin, au Chapitre IX, que + est transcendant. 
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F) A Le e / Q SEE 
c’est-à-dire que Je détermine di, de la forme fa Div er. 
avec fps, Si entiers, de facon que 


Med : Le 
Ci Dr CRE Ei+1 Pit 


ait son module aussi petit que possible. Si 
e;C! Qi on Et ha V— 1, 


on pourra prendre 
1 il 
| Lis — Lis Fe 


Berne — ri: [< 


I 
D 
2 


d’où 
| e;+1 | (oi Va) ts 


Ei+1 |Ei+a | £ —; 
>) 
I Oj+1 ri I 
heu, 
V2 


|din1£leiG'or4l + = 
V2 V2 
< 5 AN PES RTE ; A 
en admettant qu'on ait déjà établi, par un raisonnement d’ailleurs 
+ : a. —\—1 
identique au précédent, que | s;|< CA V2) 
Ceci réussira toujours quand |£,|< 1, et aussi, pourvu que Dex 
soit une fonction entière, quand |, [> 1. Je n’insiste pas. 
Taéorkme IIl,. — Soit +; un entier réel fonction de ï et tel 
Le 
Tete soit une fonction entière : tout nombre algébrique 
1 
ou transcendant €,, réel ou non, est racine d’une équation de la 
forme (9,), où les di sont des entiers, réels ou imaginaires, avec 
[di ISVagigih lt] + V2. 
Tout nombre réel ou imaginaire est représentable par une 


formule analogue à (1, bis), p. 68, où les d; sont des entiers réels 
ou imaginatres satisfaisant à la condition ci-dessus. 


Soit encore f(6,)— 0 cette équation (t), dont €, est racine; on 


(:) Je suppose ici, aussi bien que dans l’énoncé du théorème ITI,, que l'équation 


: RE Pre 
f(É) = o a été obtenue en prenant la représentation de = à l’aide de &,. Comparer 


formule (3/4), corollaire I, du théorème I,. 
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aura a. 
f(z) =1+ Ps+y-407 


où P et Q sont des séries en 3 à coefficients rationnels réels, les 
coefficients de 3271 y étant de la forme 8,0,", à,0,' respectivement 
avec Ô», 0, entiers. 

La quantité conjuguée de Ÿ, est racine de 


o(z) Tr APez  V-10: 
et 


F(z)=f{z)p(z) = (+ Pz} + Q?e. 


C, est ainsi racine de la série à coefficients rationnels F(:), dont le 
terme indépendant de zesti;ona 


1+Piz =i+aiz+ az +... +<anzt+.,., 
Qz=biz+b:3+...+<byzt+.... 


Le terme en z* dans F(3) a pour coefficient 


2 An 24n-1 41 + 2An 0 A2... 20m 104 + 20n 902... 
C'est une somme de termes de la forme 82;' et do ;0: , où Ô. 


NI 


9’ sont entiers réels, 1£7<n—1. Si j'astreins alors le dénomi- 


fe — | 


nateur ®,_,0; à diviser w,, le terme en z* sera de la forme 52! 37, 
où d/ est entier réel. 

Ceci est bien le cas : 1° quand on prend ox =n!; 2° quand on 
prend pour », les valeurs bi(n}f" où b,(n)", comme dans (114) 


et (12,), avec #27, car 


ben )r = bpnbr-ain), 
beCn — j)eti-D by ji = Pr be roi br 
el 
nbpi(n)2(r —j)bx 1(R—7)+jbx (7). 


En effet, ceci a lieu pour # —1; quand #2, 
br-i(nR)Z2bx (nr —1), 


comme on le vérifie sans peine pour # = 2, 3, (b est entier 22). 
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CorozLaire. — Tout nombre algébrique ou transcendant, réel 

x Ê ) 7 + s . ; 
ou non, est racine d'une équation analogue à (9:) à coefficients 
réels, où les d; sont des entiers réels convenables, positifs ou 
négatifs, quand les Qi satisfont à la condition que On_ivi di- 


ise PL (120, vo —1). C’est en particulier le cas quand 
D t|, ou DO ((L)0e, ou D: = bi(t}Pi, 


comme dans les équations (10,) à (12;). 


Bien entendu, ici, f(3) et F(z) sont des fonctions entières. 


Fonctions quasi-entières. 


Soient d(z), di(3), ..., Yx(z) des fonctions entières (420), 
ho, À3, -.., xp # nombres distincts et -£ 0. Par définition, j'appelle 
Jonction quast-entière à k + 2 points (!) singuliers essentiels , 
D 0 06, nn le fonction 


« ü LR { 
(13,) Lo(s) + di mire en) +...+ dr ne 
\& 3— À 3 — Àx+1 


Je ne puis justifier 1c1 cette dénomination basée sur les analogies 
profondes qui existent entre ces fonctions et les fonctions entières. 
Je suppose maintenant que chacune des fonctions L;(3) soit de la 


œ 


forme > 3105, Où @ji, Qui varie avec £, el peut varier Où non avec 7, 
1 
est entier et assujetti à la seule condition que Ÿ;(3) soit une fonction 


entière : un nombre quelconque N'est de la forme 


Ny—= Ao+ fj(Gi); 


où À, est rationnel, et 


CC, SP 0: ou Ci= > _ s\972 210; 
Con 


di Î À 
RS C++ +... 
j 


(1) Le point À; est le point du plan des z complexes qui représente la quantité à; 
réelle ou imaginaire. 
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d’après les théorèmes IL, et IE, et leurs corollaires. Je pose 

M= Not Ni+...+ Nyy. 
M étant donné, Æ+1 des quantités N; peuvent être choisies à 
volonté. On voit ainsi que tout nombre est d’une infinité de manières 


représentable par 


Ga) M = Bo+f (0 + ñ(%) +.) PR AE =) 


où B, est rationnel, et { un nombre arbitraire différent de 0, À,,..., hg. 

Les théorèmes Il, et III, s'étendent donc au cas des fonctions 
quasi-entières à +2 points singuliers essentiels, rationnels ou 
non (kZ0). Mais on voit que, une fois les ;; déterminés, il existe 
encore une infinité de représentations d’un même nombre M quel- 
conque (1). 

J'énoncerai le résultat obtenu dans le cas où # — 0, o55= ou, 
M — 1, C réel > o, sous cette forme : 


Taéorkme IV,. — Soit +; un entier fonction de à et tel que 
> xio;! soit une fonction entière : tout nombre réel positif Ÿ est 
racine d’une infinité d'équations de la forme 
(154) 0... dépit is. Adi E DE dip CP PdiprtCih, 


où D, est rationnel < 0, d; entier positif < oi,10;'6°, d; entier 
positif <œi®;'6, et dont le second membre est une fonction 
quasi-entière de Ÿ. 


Séries analogues avec conditions complémentaires 
pour les coefficients. 


On peut encore opérer comme à propos de (1, bis), page 68, mais 
en prenant pour c; la fraction rationnelle ordinaire la plus approchée 
par défaut de s;_, 65", et de la forme dip:e;", où di, pi, @i sont des 
entiers, p;, ?; étant donnés @ priori (premiers entre eux si l’on veut) 
pour chaque valeur de £. On a encore 


: el , : de —1r— 
ECO: isa pie Gi pra < prior ER 


at + = ae ; 
(") D’après la terminologie de la théorie des ensembles de M. Cantor, l’ensemble 
de ces représentations a la puissance du continu, les À; étant arbitraires. 
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CR ; És ; 

Quand Ÿ zipie; est une fonction entière, on obtient, quel que 
soit C,, pour tout nombre M, une représentation analogue à (1, bts) 
et (1, cer), page 51, et des formules semblables à (3, bis), (4, bis), 
(94) à (124). L'extension à la représentation de M par des fonctions 
quasi-entières se fait de la même manière. 


Séries avec lacunes. 


Je ne suppose plus maintenant que la série D (à termes 
posiüufs pour + positif) soit forcément une fonction entière; elle pourra 
même être divergente. De plus, je prends &, réel 1; les cieto;ne 
sont assujettis qu’à la condition d’être entiers positifs. 

On pourra encore essayer d'appliquer, pour représenter le 
nombre M, les mêmes procédés que ci-dessus en s'inspirant de ce 
qui a été dit à propos de (1, ter), page 71. J'écris encore 

nd" Diet Pré Est, CDD Ej+1  Pit1 GE 
diprpr est pru < prprnpr! Gt. 

SI pigino; nest pas assez grand, il pourra se faire qu’on doive 
prendre d;,, = 0. Si alors l’on ne peut trouver 7 tel que 

Ci = dirjpi+j or + Ex Et < Pi+j Pr dixj> 0, 
la représentation n’est pas possible, à moins qu’on ne modifie le pro- 
cédé. Voici ce qu’on peut faire. 

Je prends M—c,<1, © rationnel; je pose, 5; étant un nombre 
réel quelconque croissant avec £, et bmw; pour {= « : 


eo M—co—=(dipspi+e1)CT", DÉQLTEE 


di p1<(M —: Co)C1 p1S GT 


CE 


æ — TD: AL 
M — co— dip195!6?t= 65 = (dopaps!+es)CT?, Eo < P2P9 


M — co— dipapr EP. —dinprnsprl pie snif = (dipiert + ere 
ec piprl, - dipiS CT ip pr Pre 
Il pourra se faire que l’on doive prendre di =0, d2—0, ..., 
d;_,—=0; si ceci a heu, on aura 
car ei ep = (dipiprt+e)CTi, E < PiPr!, 


dipiprihe—me lp Ti,  dipi=eolr iqi—eipi> tb qi — Pie 
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Si, les p; et w; étant donnés, l’on a choisi les w; de façon que 
(16,) oi  Piz 


pour une certaine valeur de &, il faudra prendre d;Z1. Je suppose 


qu'il en soit ainsi; on à 


Die 
e;Ci PEL EE 
2 
On écrira 
e.YfOi de 
M— c— d; OP 1 a =; = (die Qi+1 CRE ne Vi 
ee ; rGi Dies: Fist o ol 
Ej+1 Pit ue d'a tCr Por AC REP: EP 
A tie DDR ie As a nn ne QUE RU ; 
1 Gi -1 
M —c — T'CPi—.. — 1 Pis—1 Pis—1C4 * 
= rDi 1 sn : rs Di 
— CCR — (di, Qi Pi RH ? 
Sa AD Can CO 
Ein < Pi Pi » Pa En—104 : AP Pi—1 Pi Pa 104 


Il pourra se faire que l’on doive prendre 


Ten das=s = Pet —\0!; 
si ceci a lieu, on aura 


E7 


D; — . +Ti — Ti 
: 16. 5 HE: —( PAPA +e)C, 4, 
= Di—-TD;i 
dipapu Peu 6e, À, di 
Si l’on a choisi les 5; de façon que 


- SNA er. 
(74) °rSs4 Eu Pi 


il faudra prendre d;,Z1, d’où, supposant qu'il en soit ainsi : 


t(t) ainsi de suite. 
J’admets alors, les b; et ©; étant donnés, que l’on détermine les w; 
par là condition 


(17% bis) (1 + à; J9j-mj12 pp; 


(') 11 est évident que le raisonnement peut se continuer indéfiniment d'une ma- 
nière identique : on suppose que l’on ait 


À —1 roi = Un n — £ 7 
M—c— dip;9; (ds an ei =e, 6 à = (dr Pr Pr +6, Jare 
1 


l 
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9j>> 0 étant une fonction donnée de J telle que limô;= o pour J =. 
On peut toujours trouver £ tel que 


Di>/ S : ; > _— 
(hs NT eee EE 


S | 


et (16,) a lieu; de même, sie; <o,on pourra trouver 1, > £ tel que 


NON RO TES EN AC DORE Ur 
(6) À 2 (1-20;) qui Duo 
(171) a heu; et ainsi de suite. 
On arrive à ce théorème : 
Taéorime V,. — Soient une suite donnée de fractions ration- 


nelles Pr Da (nr —=1, 2, ...) ordinaires arbitraires, à, une fonction 
de n positive, avec imô, = 0 pour n =. Je choisis les nombres 
positifs quelconques w,, commensurables ou non, croissant indé- 
finiment avec n, de façon que 


(1+ Ôn JOn-On-12 PnYn! (Go = 0). 
Tout nombre N =1 peut être mis sous la forme 
(18) N = dipipr Ci +... + drpnpnt CT+..., 
où les d, sont des entiers nuls ou positifs plus petits que 
CRD 10 Praÿr 


et {, > o un nombre arbitraire réel positif 1. 


Il est à peine besoin de faire observer que ces séries sont conver- 
gentes : cela résulte du mode opératoire employé, car 


Ti Core £ ; 
; CAR A Er se 


et l’on raisonne comme ci-dessus en changeant dans les formules à en n, &. en n, 
(n,> n). On a encore 
= Er e En ea 


En 2 1°? 


ce qui assure la convergence de la série obtenue (18,) 


M. 6 
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remarque. — On a 
dn On Ph! Trip que CPri(i + Op JPner Bas [Gi 07 )] 


Dès que nr est assez grand, 


C1 + Ôn-1) < Co, 


Th 


avec GC fixe 1. Donc la série D dupro {9 a ses termes plus 


12 a 


petits que ceux de la série à £7", dès que n est assez grand. On est 


sûr de la convergence de cette série dans des cas étendus, par exemple 
Si 5» — ©n_, estentier, ou limité inférieurement et > 0; cette con- 
dition sera en particulier réalisée si 2,2," croit très vite avec A, car, 


d’après (174 bis), 
(Dan — Dn1) log(r + Ên)Z log( On Er) 


et même si, dès que » est assez grand, 


PnLn'Z21+ 7, + fixe > 0 quelconque. 


CorozLaire. — Tout étant posé comme au théorème ci-dessus, 
tout nombre 1 est racine d’une série de la forme 


(19:) O=—1+ di0197 2 Mi... + dopn®n ŒOnt+... (1). 


Fractions continues. 


La marcne à suivre pour former des fonctions f(x) représentées 
par des fractions continues, et dont les racines sont transcendantes, 
est plus ou moins analogue. 

Je me donne encore les entiers positifs si et 9; fonctions de £, je 

‘ 
prends un nombre N quelconque réel positif au plus égal à 1, et je 
Le, 
pose 


| S 
N=s;,!, £e= ll. 


Soit ©, un nombre réel > 0 quelconque fonction de n, Ÿ un 


nombre donné réel et positif. J'admets que, parmu les nombres w;, 


G2, -.., ON puisse en trouver un æ; d'indice aussi petit que possible 


(') Ge théorème et son corollaire comprennent implicitement plusieurs de ceux 
qui précèdent : ainsi, quand p,=1, #,>1, on peut prendre 8, = 0, Dit 
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et tel que 
(204) Eo6 Di dipior!+ert, diZ21, 2} > 0, 
di étant le plus grand entier contenu dans &, € -Giv;p; !. On aura 
ui non À = 
Er <OiPr » > Pier! Sn pros au: dipipr'Co æ 
© PR 
Alors 


N=t:eo=tr: dipipr mit: etc, 


Je suppose maintenant que, parmi les nombres m;,,, miyo, ..., 
on puisse en trouver un w,, d'indice aussi petit que possible et tel 
que 


—0D;-T = Es 
(21:) CU db; Pr En à d; > 


£; Ho . #0 PE 1.0 e;C 
ÊTRE Pi Pi ÊTLA Les Qi Pis Ë 3, dpi on C be Éu > 
ET re 1#0i , Ë —T 
NE dorer AOUES 0 di pipi (de Fees] Le Éa 


et ainsi de suite. J’admets qu’on ait 


—L 


KO: : = 
= dpi + Ex 


= LUS J le = U; ON 
Si > Dir A ; Ep C ED vi Pix à k RC be 


in, Cr E10: 


El core 
1 ; 


Le 1,0 I TD; 
(22:) dpi oi 6 > ue Lin Pie = Pal ik 


à  —- ; : —1+#Ti, , ee 
N=1:d;5:prt6mi+.. ir: dipnon © k+i est 3 


puis je suppose que, parmi les nombres w;,41, 5,42, +.., On puisse en 
trouver un, 5,.., d'indice aussi petit que possible, et tel que 
+1 


' Di, — J. ; 1 1 , : 
(234) Eix C Ë Lu dis Pix+s Pék-+s Te Etxgs dixnz ? Bis 7 0. 


On obtiendra encore les inégalités précédentes, où # est remplacé 
par Æ+1. Si ce raisonnement peut se continuer indéfiniment, on 


obtiendra 


(24:) Nb : dipigr'Coi+. G Ra : dix pi Pa Eu. “se 


84 CHAPITRE IV. 


Il reste à préciser des cas où ce procédé peut effectivement se con- 
tinuer indéfiniment et où la fraction continue obtenue est conver- 


gente, c'est-à-dire où 


— D ñ . — TD; 
Ne=t:diospr'emit.. .+r:dipapstC ‘à 


tend vers la limite N quand # croit indéfiniment. Je me baserai pour 
cela sur un lemme établi antérieurement{et dont je rappelle l'énoncé 


(Chap ln) 


Si, à partir d’une certaine valeur y de n, le nombre positif 4n 
est Z1,la fraction continue 


l=r1 m+tI:G+. Era, E.2. 
est convergente. 


Pour que N converge, 1l suffira que, à partir d'une certaine valeur 
de Æ, on ait constamment 


(25:) die 


Je supposerai toujours que, les 2, et 2h étant donnés, on ait choisi 
les 5, de façon que 


26 Arena I & < 
(20) Pn£n GOn= 


Di 


à parur d'une certaine valeur w de À (1). On aura alors, d’après 


(22); 


CET 


0) 
SA Am US NÉ _ . o=1 p=1 > LR Si 
ka _ 2, di > Péra Pix Pr Pie 9 = Pix en LE 
1 re a F Az 
(') Avec cette hypothèse, on peut prendre &;, — Di D = Dis -... On pourrait 
se contenter de supposer l'inégalité (26,) satisfaite pour une infinité Ts TL de 
See 


valeurs de 7. On aurait alors à prendre 


Di = On) Di, — On, Dis = Dnos 
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La convergence est alors assurée. 

On peut indiquer un certain nombre de cas où (26,) a sûrement 
lieu. 

1° La série D ©, (tn est convergente. Si, en particulier, cette 
série est une fonction entière, c'est-à-dire converge quel que soit &, 
(26:) et (24,) ont lieu, quelique soit € = 0, pour 7 où {x assez 
grands. 

2° Si € est quelconque £1, il suffit pour r» = y(y donné), 225}, 
©, quelconque >> 0, par exemple 5, —1. 

DO 1, 1 SsütÜt On= On: avec WA Croissant indéfiniment en 
même temps que A. 

4° Soit € 1 : les p, et , étant quelconques, je détermine les 5, 
croissant indéfiniment avec À de facon que 


(271) (1+ dn )On 


Ô» > o étant une fonction arbitraire donnée de n telle que Himôy, = o 


pour 7 = . On a alors 
OnPn. (Un= [ L + Ôn Ir LEE 


(1 + 0) tend vers © quand n» croît indéfiniment, et, pour chaque 
valeur de €, à partir d’une certaine valeur de n, 


[ 
—1 Pt 
PrOn (One FE 


(26;) a lieu. 

Ceci posé, j'admets donc que (26,) ait lieu à parür d’une certaine 
valeur de ». Il ne reste qu'à vérifier la possibilité de former la suite 
des égalités (20,), (21), (23:). 

We'étant 21, (26,) montre que (20,) sera possible pour une certaine 
valeur de 12»; alors 


a B> qipr EMi20, 


et (26,) montre que (21,) sera possible pour une certaine valeur (") 


(1) Si l’on spécifie la valeur de £, il suffit que à 2%; mais, si l'on envisage une 
catégorie de valeurs de 6, comme celles que nous avons considérées, w pourra 
dépendre de &, et ms, prendre des valeurs aussi grandes qu’on veut pour des valeurs 


convenables de €, par exemple si limw,pzt=1 pour n =, et € très voisin de 1, 


AVEC CAT. 


86 CHAPITRE IV. 
RTE 3 : ; 2 ge 2. PL 
de ti (ic — 2er, 1 — vor ehen particulier, si 2,9%, < + Co 


peut prendre 5; et w,, arbitraires, par exemple au moins égaux à 1, 
et ainsi de suite; s1 


ne Se ce We 
ex C > Pie C 


(26,) montre que (23,) est possible pour une certaine valeur de 44,1. 
CO FI DE 
On arrive finalement au théorème suivant : 


Taéorime VI,. — Soient 0,0," (n—1,2,...) une suite donnée 
de fractions rationnelles réelles positives arbitraires, N un nombre 
quelconque positif £1, w, un nombre positif quelconque > 0 et 
fonction de nr, > o un nombre réel arbitraire. 

J’admets qu'une des catégories de conditions suivantes soit réa- 
lisée : 

1° La série d Pa »,' (onestconvergente pour une valeur donnée 
de Ÿ; 

2° Cette série est une fonction entière de €, c’est-à-dire con- 
verge quel que soit Ÿ; € peut prendre toute valeur positive; 

3° Pour n>y (y donné), Pn= 25n, Wa quelconque 0, par 
exemple 5,—=1;< peut prendre une quelconque des valeurs £1; 

4 Pour n>v (v donné), 2:29», wx croissant indéfiniment 
avec n; Ç peut prendre toutes les valeurs < 1; 

9° Les 5, et », étant absolument quelconques (positifs), on 
détermine les w, croissant indéfiniment avec n de façon que 


(1 + On )On2> OnPn!; 


S r 5 s : ?. 
0n> 0 étant une fonction arbitraire donnée de n telle que 


. S 
Hmô,—=0o pour n—x; € peut prendre toutes les valeurs plus 
petites que 1. 


Alors, N peut se représenter par la fraction continue conver- 
gente 


N=1:dp:ort Emi... +r: dupmont (Um... 


où d, est un entier > o satisfaisant à l'inégalité 
da > - On Pn-1 07! Pr Son one PnPn' On, 


I 
2) 


t pouvant dépendre de &. 
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On pourra spécifier, d’après ce qui précède, des cas particulière- 

ment remarquables où l’on peut prendre 5, = = const., ou d’autres 
cas intéressants. Voici des exemples : 

1 Ÿ 

PUR 

peut prendre 5,=— w quel que soit &. De plus, ici, d, est 


Ut S Ft sr cPoonver OS 
0n®,' Converge : C® De »,' converge quel que soit €; on 


ë I 
; 2. STE ES Bye 
un entier > 5 brbr Pro br (Ce ee DrOrC U; 


et croit indéfiniment avec ». [l en est de même quand lims,,' = 0 
pour 7 — «. 
One 
Pr229n; 


désique n=71 et C<1; on peut prendre w,— w arbitraire (5 —1 si 
el 


ss, 
… 
Le) 


l’on veut), z 


CB) UN = roots Pr: doov! CGR... Hi: drpnon! (+... 


En particulier, on peut avoir 5, et ©, indépendants de n»; soit 


ll 
DT; É= DE SE 20707: 
on à 
; 1 D TOR _ 5. w=1 < 
di > = OnPn—1Pn PriiC ?; drfn£n'@® = disnPn Ca Sn=Pn) 
2 
(29;) N=1:di0p5 lit... T: dronpn' Cite... 
Soit, par exemple, 9, = 20n— On 
(30,) N=1:dt+...+r:dnG+..., 
où 
ne On On CT — DC Ce d, entier > CNED: 
2e é TS 
(30,) peut encore s’écrire 
d d; dh 
NET EC «+1 —C+... 
(31,) MES Te rte ; 


où d, entier > 2. 
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; à ; M 24 

Corozzaire 1,. — St les fractions rationnelles posttives b19, 

sont telles que limo,o,'—= 0 pour n =, tout nombre N£1 est de 
la forme 


N=1:dipipr {ü+1:dinpinphet+..., 


où € et w sont des nombres positifs arbitraires, © un nombre qui 
dépend de €, w et N : r croit indéfiniment avec €, et l’entier d, 


avec n. 
Tout nombre N£1 est encore d’une des formes (28;), (29), 


(30;)ou(31;). 


Remarque. — En faisant N=:, on obtient des catégories de 
fractions continues dont tout nombre transcendant réel, soit £1, 


SOI 1 SOitL. 5° est racine. Je me contenterai, à titre d'exemple, de 


signaler ces énoncés : 


CorozLaire Il,. — Si la fraction rationnelle réelle positive 
arbitraire p,®,', fonction de n, est telle que himsss = 0) pets 
n—, tout nombre positif © est racine d’une équation de la 


forme 
HIER 
où 
h 
J(æ)=1:dipigr æm+i:.. +1: drone 20+..., 


pour une valeur convenable de ï, w étant donné > o (entier ou 
non), d, entier croissant indéfiniment avec n. On a alors 


CHR ONE 


Corozraire Il,. — Si la fraction rationnelle réelle positive 
2 . I CR . 
Pr 2x , fonction de n, est £-, tout nombre positif Ê£1 est racine 


d’une équation de la forme 


CODEN 


où 
fitt)=tidipipr am + ri: depopstam +... +: :dnPnPr 70 +..., 
a, entier, © donne > 0. On doit prendre alors 


(D > enpr'dnl, di >onprtt- 520. 
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a 
Ke] 


En particulier, on pourra choisir 


ÿ d\x dx d À 
lé) =rs = T° : Se PP PET 
2 2, 


et il faudra 
EN ; > 2. 


Quotients de séries ou de fractions continues. 
Fonctions méromorphes et quasi-méromorphes. 


Soient M un nombre quelconque, et M—M,M,', où M, est un 
nombre arbitraire, et M, — M,M-!, € un nombre donné. On pourra, 


d’après ce qui précède, représenter M, et M, à l’aide du nombre € 
par des séries, des fractions continues, des fonctions entières ou quasi- 
entières : M se trouvera représenté par le quotient des deux expres- 
sions de M, et M. 

On appelle fonction méromorphe F(x) de x une fonction 
F= f,f,' quotient de deux fonctions entières; une fonction quasi- 
méromorphe sera de même le quotient de deux fonctions quasi- 
entières. On voit que l’on peut toujours représenter M à l’aide d’une 
fonction méromorphe ou quasi-méromorphe de € d’une infinité de 
manières. 

Ce qui précède permettra de préciser en cas de besoin : je n’in- 
siste pas. 


Représentations plus compliquées. 


Je considère une suite de nombres M, M,, M, ..., M4, ..., et je 
représente M à l’aide de M,, M, à l’aide de M,, .... M sera, par 
exemple, une fonction entière de M,, M, une de M:, .... On a 


MENT 


si je substitue à M, sa valeur en fonction de M,, à M, sa valeur en 
fonction de M;, ..., J'aurai une représentation de M à l’aide de M;. 


En terminant ce Chapitre, je prierai le lecteur de m'excuser d’avoir 
donné des cas aussi variés de séries ou fractions continues ayant pour 


racine un nombre donné arbitraire. La question m'a paru bien inté- 
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ressante : cette multiplicité d'exemples montre combien l'étude des 
nombres transcendants considérés comme racines de séries à coeffi- 
cients rationnels est un problème mal défini, au contraire de ce qui a 
lieu pour les nombres algébriques considérés comme racines d’équa- 
uons algébriques à coefficients rationnels. 


CHAPITRE V. 


FONCTIONS GÉNÉRATRICES DE NOMBRES TRANSCENDANTS. 


Préliminaires. — Les résultats précédents par lesquels j’ai montré 
la possibilité de représenter un nombre par une série ou une fraction 
continue à coefficients rationnels, où la variable a une valeur € 
donnée, comportent une contre-partie non moins intéressante rela- 
üuve à l’étude des nombres représentables par une série ou une frac- 
üon continue donnée (1), quand la variable prend une suite de 
valeurs, par exemple toutes les valeurs rationnelles ou algébriques. 

Je commence par rappeler les formules (1,), (24), (24 bis), (3;), 
MO a) dis bis) (Ter), etc: 
a—= > ou dans (6,) € = 10, 
J'obtüens la représentation décimale bien connue du nombre M. 


Si je prends en particulier dans (1,) 


Mais les autres formules me donnent une foule d'autres représenta- 
uons : Je vais m'occuper particulièrement du cas où Ÿ est entier ou 
rationnel ordinaire. 

Dans ce cas, les formules (1,) et (6,) me donnent une première 


représentation ; d’ou ces résultats : 


(:) Soit f(x) = A,+A,z+...+A,x'+... une série à coefficients rationnels, 


convergente pour | æ | < 9, par exemple; donnant à æ une valeur rationnelle - telle 


que | T | < a f(2) sera, par définition, un nombre dont f(x) est La série ou une 
série génératrice. La question se pose alors de savoir quelle est la nature des 
nombres AÈDE on peut aussi envisager la mème question pour une catégorie de 
séries ne mème siæ, dans f(x), est un nombre appartenant à une espèce 


bien définie de nombres, comme celles des nombres algébriques où des nombres de 


Liouville. 
On trouvera des développements étendus au sujet des fonctions génératrices de 
nombres transcendants dans mon Mémoire du Journ. de Math., 1004, intitulé : Sur 


Les fonctions monodromes et les nombres transcendants. 
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Les séries convergentes à termes positifs 


Dr 
(15) Co GE ++ en En ter 


où : est rationnel donné et positif 1, co entier quelconque, ci 
entier he) peuvent représenter tous les nombres positifs pos- 
P 
sibles, quand les c; prennent toutes les valeurs SE(£ )- 
Il'en est de même des séries 


e(L)"+e(2)" +. ee (2) ASE (E)" +. 


où m prend toutes les valeurs possibles, et où les ajet c; sont des 


4 . 4 
entiers prenant toutes les valeurs possibles Sir 


On verra sans peine que les nombres M, dont la représentation est 
périodique, c’est-à-dire où les €, reprennent périodiquement les 
mêmes valeurs dans le même ordre à parür d’un certain indice, sont 


ë : : : D : 
des nombres rationnels (si l’on prenait, au lieu de . un nombre algé- 


brique, ces nombres seraient algébriques ). 


On obtient des résultats similaires avec les formules (1, bés) et 
(1, ter) en faisant €, rationnel quelconque. A titre d'exemple, je fais 
en particulier €, = 1, et j'obtiens cet énoncé, conséquence du corol- 
laire du théorème IL, : 


o; étant un entier fonction de i, et D rie une fonction entière 


de æ, tout nombre réel positif est de la forme 
(25) dogo'+ digit+...+ diprt +... 


où di,, est un entier plus petit que vip®,", dov' une fraction 
rationnelle. 

La série HAE est une fonction entière, et tout 
nombre réel positif est de la forme f{(1). 


De même, L étant un nombre rationnel donné, tout nombre réel 


positif est de la forme f(2) avec diys << oi ®7" gp. 
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Cette fois, si la suite des d; est périodique, f(1) peut parfaitement 
être transcendant; exemple : o;—1l!; 


ll [l I 
fO)=r+- + — +..,+: 
I 1.2 L 


Dane 6) 


et l’on sait que le nombre e est transcendant qu 

Dans le cas des fractions continues, on aurait des résultats simi- 
laires par application du théorème VI, et des formules et corollaires 
qui suivent. Pour retrouver le développement d'un nombre N > 0 
en fraction continue arithmétique ordinaire a +1:a +1i!a)>+..…, 
où les a; sont entiers, 1l convient de se reporter aux formules (20,), 
(21), (234), où l’on fait C—1, p;= v;, car la formule (26,) n’a pas 
lieu avec ces dernières hypothèses. 

Il est intéressant de remarquer dès à présent que la nature arith- 
métique des nombres représentés par les séries (2;) peut être en 
relation simple avec la croissance des +; et des d;. Je prends par 
exemple 


EC) =D erisi, Qi bx(r )ri 


[formules (1, bis) et (11,)], et 0 £d;<Ô, à étant un nombre positif 
fixe. L'application du théorème de Liouville (Chap. IE, p. 13) à 
f(pq"!) considéré comme limite pour r = + de 


1 


dd: er (pq \},, 


( 


pq7* étant rationnel 0, révèle rapidement, quand #25, que 
f(pq=") est un nombre transcendant de Liouville. On verra plus 
loin une démonstration, avee extension, de cette propriété (p. 105). 

Ceci m'amène à chercher si l’on peut définir des catégories 
étendues de séries à coefficients rationnels qui ne prennent en 
général (la valeur x = 0 étant toujours exceptée), pour x rationnel, 


algébrique, etc., que des valeurs transcendantes. 
_ 


(!) Voir plus loin (Chap. IX). 
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Fonctions génératrices f(x) de nombres transcenilants. Cas 
où x est rationnel (réel ou non). — Les suites (1,) de la page 27, 
formées de fractions rationnelles ayant pour limite un nombre 
transcendant réel ou non £, conduisent à des séries génératrices de 
nombres transcendants, comme on va le voir. 


Soit 
J; + P} QE 


et 


fæ)=L+(l—h)r +...+(In—lp1)r 14. ..; 


f(A1) a précisément pour limite £. car la somme des À premiers 
termes de la série est 1, : f(1) est transcendant. 
Je vais indiquer des cas étendus où f| — est transcendant quand 


12 


_ est rationnel. 


J’admettrai dans ce qui suit que les 1, satisfont, à partir d'une 
certaine valeur =’ de À, aux conditions ci-après : 

1° On peut toujours supposer que les Q, vont constamment en 
croissant, si l’on ne conserve parmi les I, que des fractions ayant des 
valeurs distinctes, et telles que 


(QE Qn: | :— 1, = Que 
OÙ Àye> 9, O2; alors. enefiet, 


| In11—1,|S Qu + Os ; 


S1 (DS — Q»: | 
Qu'£|lr41— In RAP 
d’où 
Q» EN 
ce qui est contradictoire; donc 
Qn1 > Qn-. 
290 allant : 1SS î 
2° Q, allant constamment en croissant, On a 


Qx << Qnt QE Q = IPS — Il; | < Q À + Qi, 


On sait, d’après la définition des suites de Liouville, que, parmi 
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les À», il y en à une infinité qui sont supérieurs à tout nombre donné 
a priori à; Je puis donc ie qu'on ne conserve dans la suite 
des [,, comme pour (1,), qu'une partie des fractions, de façon qu’à 
parür d’une certaine valeur v, de 2 on ait constamment À, > #. Autre- 
ment dit, je puis choisir ma suite de manière que, u» étant une 
fonction de 7 convenable, avec ei Hp 2, et lim pe, = co pour 
n — ©, on ait toujours 


De An; Ân+12 Un+12 Un ( 1 ). 


La suite des I, étant supposée satisfaire à ces conditions, l'inégalité 
précédente donne 


DEOS = I,|=205Pr, 0,42 0 0RAO = O0. nr 


log 2 


Pole. pe Du li lrlS Os re Ov. 


Alors, puisque 


Un-n1 2 ns Qu = O7 
on a 


Ün+1 — Vy br tm bru log2 [( logQ} F—= (log O0 ] 0 


de plus, limd,=— « pour ñ = « et, à partir d’une certaine valeur 7” 


den, dir. 

Finalement, la suite des 1,, pour un nombre de Liouville arbi- 
traire, peut être choisie de façon que, à partir d’une certaine valeur + 
de n, 


O1 > O2 2. O7 QŸr, Vn+1 > ee, 


limd,=c pour 7 — ce. 


(35) 


On a encore, pour n27, 


| 0 MR. 10-01. 
(45) Qui 2 QN 20, Que 2 QE" 2 2h bin; 
| | Ë Fa ll; | == Q7/" < Que QxŸr, | ln — 11e | <a Qu < £9 —Ÿn cbr, 


(1) Voici un moyen simple de former k, : on ne conservera dans la suite que les 
fractions I, , Le Der ., en supprimant celles d’entre elles qui ne sont pas 


distinctes. Si I, est une fraction conservée, la valeur de y; correspondante pourra 


* f : a+t x 
être prise égale à & + 2. 
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On peut montrer que, sous ces conditions, f(æ) est une fonc- 


tion entière. 
En effet, chacun des termes de cette série a, à partir d’un certain 


rang, son module au plus égal à celui du terme correspondant de la 


; Ste 
o(æ) — > de 


Pour prouver que f(x) est une fonction entière, il suffit de montrer 
que ®(x) en est une. Or le rapport d’un terme au précédent (un HN 


série 


est 
on... (1 Un+1) 


T, 


dont le module tend vers zéro pour toute valeur donnée de x quand 
n croit indéfiniment : (x) converge quel que soit æ, par suite 
aussi /(æ), qui est bien une fonction entière. 

On peut d’ailleurs indiquer une limite inférieure plus simple 
de Q,,, ou, plus exactement, de Q?7; en effet, à parur d’une cer- 


taine valeur y de n, supposée 27, on a 4, > à, a étant un nombre 


positif choisi arbitrairement à priorc. Soit 


t ni 
2 Vs ep, 


où e est la base des logarithmes népériens et $ > 0. 


On a 


, 


DUPAURSS FRE eBa a" e e(Ba)” 


1 
où B,—= (Ba )"tend vers 1 quand » croit indéfiniment, et 3, a vers a; 
1 


NS x £ Re - A «a a” 5 < - 
dès que 7 est assez grand, $, a > —. Si = — ef, p est aussi petit qu'on 


veut quand & et y sont assez grands et, d’après (4;), 


10 


Fe sl 197? 
(53) Oeuvre QE e] [ni — I; | ER: (): 


(1) Jajouterai pour les lecteurs suffisamment au courant de la théorie des fonc- 
tions entières que ceci donne en mème temps une limite supérieure de l’ordre ou 
inférieure de l'indice de f(æ). Cette fonction est d'ordre zéro au sens de M. Borel. 
Avec ma terminologie, qui entre plus dans le détail et est plus complète, on remarque 
que, p pouvant être pris aussi petit qu'on veut pour y assez grand, d’après la for- 
Ë 


mule (5,) ci-dessus, f(æ) est d'indice 23 ou intermédiaire entre les fonctions 
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On peut maintenant montrer que /( pq!) est transcendant pour 
toute valeur rationnelle pq" 0, réelle ou non. 

En effet, soit v, la plus petite valeur de À telle que d, 2 b, b étant 
un nombre positif dont on précisera la valeur plus loin, et 


fie) = Lino + (42 — La) tt. (ln )ær +. 
On a 
MAC) — fi(x) —= I, (Lo — L)x Rs + (L,, — Li) — 1], œv. 


Pour montrer que f( pq!) est transcendant, il suffit de faire voir 
que fi(pq7t) l’est, car f( pq!) — fi( pq!) est rationnel. 
Je pose 


(63) Qn= Qui+1- --Qn419" (g réel). 


entières d’indice 3 et d'indice 2 [c'est-à-dire d'ordre (0,2,0) ou (0, 3, ©), comp. 


7L 12 112 
. 9 n\S 1) ; 
Journ. de Math., 1904, p. 287]. En effet, et > (ee )” pourvu que e— “er ce qui a 


lieu, dès que x est assez grand, si petit que soit le nombre fixe ç. 
EL 


Je rappelle à cette occasion qu’une fonction entière Ÿ a,z" est d'indice 2 et 
EE 


1 
d'ordre <(0, Æ, 2), quand l’on a, à partir d’une certaine valeur de n, 


n 
| CA la 2 êx ( n DE 


si petit que soit le nombre positif e fixé a priori. On suppose (0, X',p") <(0,k,p) 
dès que £'>K, ou k'= Kk avec p'< p. 

Je remarque ici incidemment que l’on peut simplifier un peu la notation de l’ordre 
dans ma terminologie. Une fonction entière d'ordre £(7,p) avec 7 20 est une fonc- 


tion entière pour laquelle 


n 


(8) LA ne (log,n)trt, 


à partir d'une certaine valeur de nr. Posant encore log,n =e ,(n), on pourra 


étendre cette définition au cas où l’on à y < 0. 
Soit y =—#, ko; la fonction sera d'ordre £(— K, bp) si l’on à 


n 


CARE-CTCIURE 


ceci revient à poser (— #, p) = (0, &, p), et (— K',p') <(—K%,p) dès que —k'<—K, 
ou — k'=— k avec p'< p. La formule (g) ci-dessus est alors générale. (Comparer 
avec la classification des fractions continues arithmétiques, chap. I, n° 10 et voir 
note 1 à la fin du volume.) 


M. ‘A 
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La somme des n — y, +1 premiers termes de f,(pqg"!) est 
= FO 
où P} est entier. On a, d’après (45), 


ci Ar=|fi(pg")— RS |ln+2— 54] |P29"1 RES 
f po [10 PE PTE DEEE 


Dès que n est assez grand, d’après (3;), 


Il ! ! 
Qn+2 2 Q$r1 Qn+s È (EPP QE Yn+1 < Vn+2 << Vns ee 


= =, _ —Ÿ, 
n£|pgriiniQuietlrs | pq Que (pq 11 Qi) + 
et, puisque 
—!, I 
PR imae 
dès que n est assez grand, 


te) An£<2|pqg-1[r11Qrn+, A1 : | qgp=1|r+1QŸn+4, 


n+1 = n+1 
D'autre part, d’après (3;) et (6;), 


14 


Fr cor: UAUr= Ur Vita. 
O0 Qn1=< d neo d. Que Qv,+1= SL De 
(93 ) OP qe ou +Vrt Vata+.. + AU TES AIRES 


Pour démontrer la transcendance de f, (pq), d’après le théorème 


7 


ÉTÉ 
Y, +1 
TY4 a 


de Liouville (Chap. IL), il suffira d'établir que, quel que soit a, choisi 


arbitrairement > 1, quand » est assez grand CL 


Qu'< Ar.  Q2<A;%, 


(') Le raisonnement qui suit établit en réalité que f,(pg=!) ne peut être algé- 
brique; il montre en outre que, si f,(pq=!) est rationnel, on a, à partir d’une cer- 
taine valeur de n, 1, = f,(pq!), ce qui est absurde, puisque, f,(æ) ne se réduisant 


pas à un polynome, on a, pour une infinité de valeurs de n, 


NL 


n+1° 


Par conséquent f,(pg-!) est un nombre transcendant de Liouville. 
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ou, a fortiori, d’après (9;), que 


BAUER ENS FN QU PRE : ai 
(105) OU Hat te ane (Elapnir QU.) ; 
Je dis que 
(103 bis) DR Eh Vars Ne = 
24; 


quand » est assez grand, À étant positif arbitraire > 0 et 1. 


effet, 1l suffira 


(its) B, = 1 + dis. Ùy 41... Un So Dy,rt. =: Un (1 + À) DLUMANTEE 
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En 


“Yn. 


Or, par hypothèse, L, 2 b; je prends b, qui n’a pas encore été fixé, 


égal à la plus grande des a quantités 27! et 4a;. On a, pour 


n=Vv +1, 
By,41=1+ bn < (+ À), 


car le dernier membre est Z24,.,,+ 2. D'ailleurs, si (113) a lieu pour 


une certaine valeur de n, on a 


[+ À) 
Br1—B; + 0,,1.. APE QU Va + ee I }; 
\ nt 
or 
PA (GHXA)A __ + . 
Ur a 2 2 
donc 


LL ÉMEQQUES À )d,+1. . ne, 


ce qui entraîne l'exactitude de (11;) pour toute valeur de r au moins 


égale à y, +1. 
Pour établir (10,), 1l suffira de montrer que 


Ni 
+ ! 244) —1 1 il gp 1 
ae QE ES (: Que | gp 1 ie ; 


ou 


(Per 


DONPEFE CE |P feel A ve : 


ou encore, si (2/p|q)?%4= q,, que 


I) 
n Pn+ 1 
gi n+1 G 
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Mais 

1 £ ‘! 

(125) HEC TEE AU AS 
d'après (5:), quels que soient les nombres positifs donnés « priort e 
et p (par exemple p—1), dès que n est assez grand; par suite, 
fi(pg7') et f(pq"") sont transcendants de Liouville. 

En même temps, d'après (6;), (9;) et (123), 


(193 bis) Or tOe Ogre 0 


car « peut être pris << À dans (12;) : on en conclut, d’après (4,), que 
fi(pq”') et f(pq"!) sont des nombres de Liouville correspondants 
de & au sens du Chapitre I. 

Je résumerai quelques-uns des résultats précédents dans l’énoncé 
suivant : 


THéorëme [,. — Soit Ë un nombre transcendant de Liouville 
limite d’une suite de fractions rationnelles à dénominateurs 
croissants 


I=PrOE eh F7 0 


telle que 
| E— 1>| = oe 


où à peut étre pris aussi grand qu'on veut dès que n est assez 
grand. 

1° On peut toujours choisir la suite des 1, de façon que 
ee = nl \ mu . . 
[—l:)<Q757", Quu2Q$", où d,21 est une fonction croissante 

. ne ne 

den) él, PArISUtTe que rei CD. [Less — nl <e" , toutes 
ces inégalités ayant lieu, pour toute valeur arbitrairement 
choisie de 5 > 0, dès que n dépasse une certaine limite. 

2° Ces conditions réalisées, la fonction 


J(æ)=h+(l—t)z+...+(ln— In 1)ærl +... 


est une fonction entière | d’indice 23 et d'ordre =<(0, 8; cop 
J(pq"*) est un nombre transcendant correspondant de £ au sens 
du Chapitre 111 pour toute valeur du nombre rationnel réel ou 
imaginaire pq! £ 0, f(0) étant évidemment rationnel. 
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On verra plus loin que f(x) est encore un nombre transcen- 
dant, quand x est algébrique, d’ailleurs réel ou imaginaire. 
Les calculs seront presque identiques. 


CorozLamme 1;. — Les dérivées successives de f(x) jouissent des 
mêmes propriétes que f(x). 


Pour le montrer, il suffit de vérifier que f(x) est de même forme 


que) On a 


f(æ) == L+(L-h)r+...+(lr—In)rtt+..., 


—gp(x)=f(x)=l-t+o(ls—D)r+...+n(lnu — In) 14... 
(x) = 1, —], +2 (1, — Lx So 8e AT Ir )er te. .. 


Je pose 


{ Ji= 1 —D, J,—J;=2(1 1), 
EE l J,—J,_; — n(In— I»11), ss 


on à 


P(T)= dE (le—)o +... Er Jrs)ert+..., 


et il suffit de montrer que la suite des J, jouit des mêmes pro- 
priétés (3) et (4) que la suite des [,, à parur d’une certaine valeur 
de ». 

Or, en additionnant membre à membre les » premières égalités (a), 
on à 


J,=U—l+2(b—1;)+...+n(I;— I») =KGELE +1, -»r1;:" 
= P,0% 1, 


où l’on peut prendre 
(b) Leon 074 
D'autre part, si 6 = (1), d’après (4;), 


Ê — JF — (Jr — Jn) + (Jn+o— Jp JEU 
, Mepe 
MT, = (ri bn] <(n +1)057" 


! _\ 
[t—J,|<(n+nQrr+(n+o2)Q EE nn 


++2 


Or, dans le second membre, le rapport d’un terme au précédent 
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est, pour 7 assez grand, 


Vn+i 


Het TO 


N+t  Ontiti 2 
Sn+i+1 


si 
Une Dose 
4QY%+ É ee or 5 


ou, a fortiori, d’après (3;), si 
4Qn+i< Qui 
ce qui a lieu, d’après (4;). On a donc a fortiort 


L 
7 
=. Fe }e = 2(n+1)Qrirr. 


D 


E—da<(n+nQh (rs + 


D'après (b), (6) et (123 bis), 
1 
(c) O1 408 04077 0 OUR 
I “ 
avec À—- par exemple, et g entier > 1, dès que nr est assez grand. 
Le, 


En même temps 
o(n +1) < QŸ,: (e fixe positif aussi petit qu'on veut), 


d’après (5;), et 


! ! 


nr tn Vn+1 
(d) LENS OA CO Ce 
De même, d’après (b)et(c), 
1 
ect Rai = 0 OP > Qu», HR Crus 


et, puisque 
V, 
QhritS Qu+a; 
d’après (45), 
Une 
QU < Qt € Qua < Qu 


ou, «a fortiori, 


Var: 
(e) Que QT 
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Enfin, puisque, d’après (4), 


tre rte Wie 
LT, OS ? ù ER PE EN 0er É 04 2 , 
on a, & fortiori, 
Un 
(F) Pen OU É 


Les inégalités (d), (e), (f) montrent que, à partir d’une certaine 
valeur de n, les conditions (3;) et (4;), où l’on remplace Ÿ, par 


fines V1 2 ° . . GE 
Va j * Sont toujours satisfaites par la suite des quantités 
Js= P,Q,'. On peut, par conséquent, appliquer le théorème I, à 
la foncüon ©(x) = — f'(x); de même à — 4 (x) = f'(x), 


G.10, ÉD: 
On voit de suite tout l'avantage de ce théorème dans les applica- 
tions : étant donnée une série à coefficients rationnels 


p(T)=Co+ CT +... .+c,rt+., 


on écrira 

P(I)= Cr ER cr EC, LE... LR O0 Con Cir--- Cr. 
Cr lei |. ME — 0 

et 


o(r)=1+(b—h)g+...+(nu—l)et+...; 


il suffira que la suite des 1, satisfasse aux conditions du théorème 
pour que ®(x) soit transcendant quand x est rationnel -£ o ou algé- 
brique. L'étude de la nature arithmétique de #(x), pour ces valeurs 
de +, est ramenée à celle de (1). 

Voici un exemple étendu d'utilisation de ce théorème : 

Je considère la fonction entière illimitée 


p(T) = dot + tir +... + antn a+, 


où #, est réel et divise éy41 >> ln, et où les a, sont des entiers positifs, 


négatifs ou imaginaires. On a 


æ 


(1) = > An tn! 


0 
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Je prends 
P L12 
LD Cat; 
0 
w(x) peut s'écrire 
4 
o(a)= LE (LE Lx +... +(Ins1— n)zr—e. 
D'ailleurs 
| UNE l+1 | — Gnilnii + One Eni2 + 


Si tulay'|G!, croît suffisamment vite avec n, le second membre 
Enr Us va : E = TE 
sera plus peut que #, LE — re ‘, OÙ San > Un avec lim On = D 
pour ñ —®, et w(1) sera transcendant, par suite aussi 9(x) pour x 
rauonnel ou algébrique Z 0. 
Voici un cas plus précis : 


Je suppose [formule (11,), p. 69] 
in 0 (Tu)ere las = 6z:(72)7, 
e, t entiers, d étant ici un entier arbitraire; on aura {,— Q,,,, et 
ant tnta © Anxitali|20k(n + É)P0H 0 bn +: Pb; (n+i—i > 2, 


pourvu que ceci ait lieu pour T— 2, dès que n est assez orand, c’est 
O 2 
à-dire pourvu que 


(8) by(n +2) 2 by(n + 1) rer), 
S1 ceci a lieu, 
[o(T)— Inn1|S20x(n) tt, ; 


le premier membre étant -£o pour une infinité de valeurs de », 


puisque 1,,, — 1, = à,t,', il suffira, si l’on veut établir que (1) est 
transcendant, de vérifier que 


2 DA Un)T EE tn+12 20k,(n) tr, 
ou, a fortiori, que 


bn + 1)ete+1) > by(n)+t+pn? 
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ou 
p(rn+i)bra(n+1)2(T+1+pn?) by sn), 


ce qui entrainera comme conséquence l'inégalité (g). 
On en conclut d’abord qu’il faut # > 2. Quand # — 3, il suffit 


logo + log(n +1) + b#+12log(r +1+ pr?) + ba, 


les logarithmes étant pris avec la base b29; ceci a lieu, dès que À 
est assez grand, quand on prend * arbitraire positif et fixe. En gé- 
néral, quand À > 3, on voit que l'inégalité correspondante est encore 
satisfaite ; je n’insiste pas. Donc : 
> 
Les séries illimitées d'anbr(n) P" x", Où @n4, est un entier, réel 
0 
ou non, de module =b;(n), k23 etzun nombre positif arbitraire, 
ne prennent pour x rationnel =£ 0, réel ou non, que des valeurs 
transcendantes (de Liouville). 
On montrera tout à l’heure qu’il en est de même pour x algé- 
brique. 
Inversement, ces séries n'ont donc que des racines transcen- 
dantes. 


Ceci comporte une application dans l’étude de la représentation 
des nombres sous la forme (1, bis) qui correspond à (11;) (p. 68 
et 69), 


M= D dibi(iyriti, 


quand on prend €, rationnel ou algébrique : M ne peut être rationnel 
ou algébrique que pour des valeurs des d; limitées inférieurement en 
fonction de £. On peut dire encore que les nombres rationnels ou al- 
gébriques ne peuvent être racines que des équations (11,) où les d; 
sont limités inférieurement en fonetion de &, sauf toutefois, bien en- 
tendu, si les d; sont en nombre limité. 

On arriverait à des résultats similaires pour la représentation (1, bis) 


correspondant à (12,), en prenant 


T0 L)eie 


e : Us . . nr OU u ’ 4 : 2 
En particulier, on précise ainsi la propriété déjà indiquée page 95. 
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Je mentionnerai d’une manière spéciale le cas où l’on prend x = 1, 
an réel, | ax | <b—1,et, si l’on veut, b — 10 : les nombres o(1) ob- 
tenus présentent, dans leur représentation décimale, une infinité de 
suites de zéros dont l'étendue croît indéfiniment, et sont des nombres 
transcendants de Liouville; il en a déjà été question antérieurement 


(Chap. Il, p. 20 et suivantes . 


Cas où x est algébrique. — Je m'occupe maintenant de savoir 
quelles valeurs peut prendre la fonction f(x) considérée au théorème 
précédent, quand x est algébrique et = «,, avec [a | — 04. Je vais 
établir que f,(x,) est transcendant. 

Les équations (7;) et (8;) deviennent 


° | Br — | fi(a) Far PotHIOr Fe26te mnt 
(195) | 


{ 
n—1 Pn+ 
nt1 (1), 


\ 1 0 . 
où Q,—=Q,:...Q,,, et P,(«) est un polynome entier en «, de 
degré n. On a 


he (a) = Pie Qv,+2 . O7 a: 
ira (Py,+e Q,,+1 — P,,n Qv,+ ) Q,,+s s.. Q2+1 ati, -. 
ae (Pa Qn— 2 Q 7-1) Qu, .…. Q7 x - 


? 
Si l’on prend y, assez grand, on a, pour rm >v, 


[Pal S28:Qn, avec E=|E 


et chaque coefficient de P',(4,) a son module au plus égal à 
4 E1 Qui «+ Qu = 4 1 Qu. 


À É à ’ x 
J'applique alors le théorème fondamental L.. page 19, en prenant 
+ Le ce 


(4) Le Fo mens suppose, d'après l’énoncé du théorème [L,, que, parmi les 
2 . re nine . ur 5 re F + 
fractions 1,(a)= P, (x, )Q!1, il y en a uneinfinité qui sont distinctes. Si cela n'avait 
pas lieu, à partir d’une certaine valeur de n, on aurait 
fi(a)=1,(a) B,= 0. 


Ceci est impossible, car on a évidemment 


eee) Es IF (œ) _ (Lu — 1) EE 7 0. 
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kan, p,=46Q,; d'après (8, bis), 


ASE n+1 
261 (2 + A = 
É ( A / EE 


ce qui à toujours lieu quel que soit AZ 0 quand » est assez grand; 
il suffira donc de prendre A"— A’, où A est la valeur absolue 1 
plus grand des coefficients A,, ..., A4 en valeur absolue. Ji) ne 
peut être racine d’une équation algébrique à coefficients entiers tous 
au plus égaux à 4’ en valeur absolue, de degré au plus égal à «, que si 
l’on a 


Ba —|falu) Pl(a)O05!|>)MOTAN TE G'a1f; (2 + A'ASt)r+i](d-t(a+1)) 1, 


Par conséquent, f(x,) ne pourra être algébrique, d’après (135), si, 
quelles que soient les quantités données M, &, a!, on a, à partir d’une 
certaine valeur de », 


de ee JU, pee (d—1)(x+1) 
Ex 55 n 4 == A 
pro = MOSrAS Ta (+) 4 E c 


I 
2 


Si, en outre, ceci a lieu, quelles que soient les quantités d 


et A'A 


0" 2 
quel que soit le nombre algébrique 4, Z 0. 


à parür d’une certaine valeur de n, f(2,) est transcendant 
On a, d’après (95), où Q,, doit ici être remplacé par Q, g”, 
/ O! EURE EUR EUrR EP ERREUR 
(145) dn = Qu#1-- » QnH < Q%e 1 à 
et l’inégalité à établir est 
U ! _ E: 7 d 
Qi 2M pt a'd-1(9 + A'AS1 )tr+1)(d—0ta#1) (4 E, Jd—1) (a+ 0 QY CHAOS 


\: 1 1 . . 
Je remarque d’abord que, d’après (5 01 ee rSipentique 
soit p; par suite, puisque Q,2 Qu, à parür d’une certaine valeur 


de 7, on aura toujoürs 
Mot! a'd—1(2 + A'Agt )U+1)(d—1) (a+) (4 Es )id—1){o+-1) And AI 
il suffit donc de montrer que 


; ! (da+1)—1 
QU CU CON QE : 
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On à vu, à propos de (10;), que 
SR 1+À 
(ue) ge OQrras 


À étant arbitraire, avec o À << 1, dès que » est assez grand; par 
conséquent, on a bien, dès que » et Vy41 sont assez grands, 


! re 
Ùn-+sida+1) 1 
Qn< Qi 3 


et f,(4) est transcendant, ainsi que f(4), ceci, quel que soit le 


nombre algébrique &,. CA ED: 
Remarque. — V’inégalité (15;) montre encore que la suite des 
fractions 
Fix), ….) Ptoi=P,6430%r 


est telle que, à partir d’une certaine valeur y de 7. on ait 


nr = fie) —1,(x) 
avec 
_œ 2 
Br 0 ; OErN, 


d’après (13) et (15;), pour toute valeur arbitraire du nombre 
positif «/, et ceci, quel que soit z,. Ceci subsiste d’ailleurs si 2, 
est rationnel et égal à pg=', à condition de remplacer Q,, par 
Q,g®= QU, où lime, — 0 pour #7 — +, comme on l’a déjà indiqué. 
On pourra donc encore dire que les nombres f(pg'}, fi(pq="'), 
fu), fa) sont des nombres correspondants au sens du Chapitre III 
frate (open: 

On en tire immédiatement cette conséquence que la série #(+) con- 
sidérée plus haut (p. 103) ne prend pour z algébrique que des valeurs 
transcendantes, quand (1) est transcendant, ce qui est le cas des 
séries de l'énoncé de la page 103. 1 

GÉNÉRALISATION. — Cas où x est transcendant d’une certaine 
nature. — À propos des séries f(x) on pourra se demander mainte- 
nant si f(x) peut prendre des valeurs rationnelles ou algébriques 
pour des valeurs de + qui sont, non plus algébriques ou rationnelles, 
mais des nombres transcendants d’une catégorie ou espèce déter- 
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minée. Ainsi, on pourra prendre pour + précisément un des nombres 
f(pq7') ou f(x), ou encore un des nombres transcendants étudiés 
antérieurement, par exemple ceux dont il a été question au Cha- 
pitre Il, formule (13,), page 21, où au Chapitre IE, page 37 et sui- 
vantes. Cette étude se rattache intimement à celle de la nature 
arithmétique des racines de f(x); les racines de f(x) rendent en 
ellet f(x) nul, c’est-à-dire rendront rationnel f(x) + A, quel que 
soit le nombre rationnel A. 

Je vais établir à cet égard un résultat très étendu. 

Je considère la série f(x) du théorème |;, en cherchant quelle va- 
leur elle prend quand on donne à + une valeur transcendante E! dé- 
finie comme limite d’une suite analogue à celle qui définit £. 


= Pique. La De Pre, 7. 


formée de fractions rationnelles ordinaires (p}, ga entiers). 
Le raisonnement va être en partie analogue à celui des pages 98 
et 106. On Au 


FE) = bh+(b- Li) +... + (ns k)Er+..., 
= tp + En = Pr+19n44 + En+1 [en+1| = Ent) 
1-8 0,0). +(l,.,—-1,)c, 
GO Br=lytE) = {le Glen] +. 
Lien} dial lose To | fr. 
Onaici 


Qurs = Q1Q2... Qn+H1 97415 


on obtient facilement une limite supérieure du module de la somme 7, 
Ë de ! n PS fe +. ve 
des termes de f(E)—1,,, à partir du terme en £**!; en effet, 


d’après (4:), si Re cesera 


EIn+1 (0 Vote a Qt. ) 


d’où l’on tire, comme pour (8;), 


HEC TOUT Pr, Net =n—1 Ont, 


nt pro | 


En même temps, 


(155) On < BOUT Ep tb ptet qu 
PE) n+1 


n+1 n+1 


(B constante, y, comme précédemment). 
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D'autre part, 


BE hs = (E— dns) (ER inerte HE), 


(18;) | LUS 13) £ | E— in SEE = EE Keny: AE 


car . 
| 71 | £ 264 


dès que n est assez grand. Le module de la somme S, des n premiers 
termes de f(£) — [,,,, est au plus égal à 


[SalS lens... Ins1—1n|2% ne, ET 1, 
d’où 


(193) IS 101. LOE | P,:0:0; GENE Qn+1— PQ cure Qu+1 | Ent mc iie 
+|P 31 Q: ..07—07:101- O7 | Core ie 


On a d’ailleurs 
| P;| 


IA 


\'EQ:, 


> . == 
javece=bme 0e 


où N'est un nombre positif convenable et £, = |£ 
pour ñ —; le second membre de (19;) est une somme de termes 
dont chacun est au plus égal respectivement à 

5 l 


SN Erteer Orne 
d’ailleurs 4E-1<(1 + El )E, pour #21, et 
[Sn 1 Qi... Que 27 d'Eenss Q1... Qnuli+ (HE) +... (+ Er], 


ou 
Ce DE ! ! | 2e 
Sa <a Et Enr (THERE Le 


On en conclut 


(205) Br =]T,+S:|< {Tres Sas 04 


Hal Eten (ie Eee 


) N se é ; ; 

D'après le théorème de Liouville, pour que f(E') soit un nombre 
transcendant de Liouville, il suffira que le dernier membre soit SOS 
quel que soit le nombre positif x, dès que n est assez grand, pourvu 


; ; \ : - 
toutefois que l’on n'ait pas, à partir d’une certaine valeur de n, 
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== 1 1 ) 5 
Bb, (1) [comp. note (1), p.98 et 106]. IL y à un cas étendu où ceci 


est bien sûr, c’es FA LS SE 
> CecLlecasion à partir d’une certaine valeur de TN, Ent 


Te : ns 
est positif, ET; et T4, — [n étant toujours positifs; alors, pour vérifier 
la transcen ; (8), il suffira de s’ass 

endance de f(£!), 1l suffira de s’assurer que, pour 7 assez 
grand, 


on g/n+1 —Ÿ +1 1 = 1» ! = 
(203 bis) 261 CD IS OA SE CRE CN ee 7 ra 


On a ici 
En = Enyy > 0. 


J'admettrai que 
(215) In = (Ha , 


où 
On = nan), 


a positif, nul, ou négatif indépendant de n, lim n; — 0 pour r =, 
et qu’on à, en supposant Ë > 0, 
(225) O<E—I, = Q,6, CRE —E —gi) 


LD ! n 4 A 2 A 
où g, et g, sont au moins égaux à une fonction de nr analogue à v,; 


enfin, j'admets encore que 
: { 
(235) Vn > nn, O1 > ne 


Où n est posiuf, et croît indéfiniment avec n (?). 
Dès lors, d’après (1795) et (10; Dés), pour n assez grand, 


10 
DO O0 TET 


avec limË, = o pour 7 = +. Pour que f(£) soit transcendant, il suffit, 


(1) Lorsqu'on ne se préoccupe pas de cette condition, on a plus de latitude pour 
le choix de E', mais f(£') est un nombre rationnel (cas où B, — 0) ou un nombre 
transcendant de Liouville de même espèce que Ë etË’ avec les conditions (21,) à (23;). 
On aboutit alors à un résultat un peu moins précis, mais plus étendu, analogue au 
théorème I[.,. Le raisonnement qui suit prouve en effet, dans ce cas, seulement que 
f(£') ne peut être algébrique. 

(2) Les nombres transcendants &, Sera 
ou ensemble H, de nombres correspondants (p. 36 et 40). 


ainsi définis donnent naissance à un groupe 
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d’après (203 bis) et (22;), 


DES —g! — 

ae(O rip SO. 
où a! est un nombre positif assez grand, mais indépendant de », c’est- 
à-dire d’après (21;), 


Ü \ = £! taUnys —@(1+6,) 220,3 
In ( mine oo) m( Tata + n+1 °n+ayn < Sn Dn+1 
(22 n+1 AO: <a QE ni ]£Qz#i ? 


ou enfin, puisque, d’après (5:), 
24 Qt 
dès que n est assez grand, il suffit, y, étant analogue à ©,, 


Q=Ÿr+1Yn Æ (6 ie ue mt Lu 


n+1 


A(1+Cn)+anpn + n <'Yn(n + 1) Ant € Yn Ÿr+1 


d’après (23;). Ceci a bien lieu pour » assez grand, d’après (21;), et, 
par suite, f(E&') est transcendant. 

Ce n'est pas tout : supposant &,,,—%, et à positifs, I, et L, 
croissent constamment avec n. Si &— f(E£!), 


£" FA or = a 1544 | = Bh. 


La limite supérieure (20;) trouvée pour B, peut être ici améliorée, 
en tenant compte de (21:), (22:), (23;). En effet, 


Lei ln <Eé—l, —= ee 
et 
Nr (SE PEUO ER tr O rs .)S ar Re. Q7 $r+: 


n+2 ? 


\ 


où est analogue à g,; il en résulte 


2 n+A 


{Ta +1 Sn Sat QE NE te (1 + Eye 


<oln | RONA —#F 2 £ Dn+ 
Sa n+1 'ñ ( n+l n+iTr DE n Y# 
z Oo FE 2 }< ds one Su Que LA Que 


x a - \ 
où y, est analogue à ©,. Or 


(245) Qu: nn Qi Q sie Qn+ Qn+1 = Ge Pres — CHE 


n+1 ? 
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À 


où ©, est analogue à &,; d’ailleurs, d'après one 
an <' Qu, 
si grand que soit o, quand n est assez grand ; donc 


Beer I oeil EUR type al 
|; ses TT in+1 = 4 Q K Q A Q Ù 


n+2 n+2 n+2 


x ” à : 
où y, est analogue à on. Finalement, on aura 


(255) 00" 


n+9? 


x " A ! 
où g, est analogue à g, et 2. 


Le nombre transcendant E" satisfait ainsi à des conditions (245), 


(255) de la forme (21;) et (22); de plus, d’après (23) et (24;), 


O'VrPnaPrt - 


Vn 


HV 


L _ Le 1 
gl 4 (7x) 1 1 
OMR Er 
Or 


PatiPn = (2 +1) nat > n1, 


si petit que soit le nombre fixe n — a > 0, dès que n est assez grand, 
car 


(2 
(: + =) (nr + 1)24+ûn +1) > nañn—n; 
nñ 
donc, d’après (23;), 
Un Ph+1 CPAS >nni= nr, 
où y, est positif et croit indéfiniment avec ». On peut donc trouver 
gn 2 nr, 
analogue à 4, et tel que 
! A0 
Qh+1 = Os ( ) 


Finalement, le nombre transcendant €" jouit de toutes les pro- 


. # rar ’ A 
(:) Le mème raisonnement donne une inégalité analogue pour q,,,, d'après (21). 


M. 8 
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priétés que l’on a supposées à E et E!, d’après (215), (225), (235) et 
le théorème [;. 

Je dirai que les deux nombres transcendants de Liouville £ et £’ sa- 
tisfaisant à (21), (223) et (23;) (et, bien entendu, aux conditions 
du théorème [,) sont de méme espèce (on peut dire aussi qu'ils sont 
correspondants, d'après le Chapitre II, p. 36). Il en résulte que 
£, E! et £” sont de même espèce; dès lors, = f{ D LS Elie 
sont de même espèce. 

Je dirai encore que la fonction du théorème I; 


fæ)=h+(-l)r+...+(n—ln-)rt +... 


est {a fonction issue de E correspondant à la suite 1,,1, ..., 1, 


Soient f,(x), f(x), ... les fonctions issues de £', £”,...; on a 


E=fQ),, E=fiQ), E=f(E) =/lA0)], 


Soient N,—£, N:,..., N5s des nombres transcendants de même 
espèce, F,(x), F:(x),..….,Fs(x) les fonctions qui en sont issues; toutes 
les fonctions (x) qu'on obtient en combinant (!) d’une façon quel- 


(1) L'opération qui consiste à remplacer æ par F,(æ) est désignée par le symbole 
S; | F;(x) É 


c'est une substitution. 
Le produit s;s; est l'opération consistant à remplacer æ par F;(x), puis, dans le 
résultat, æ par F,(x); donc 


sis; = |; F;[F;(æ)]| 


(certains auteurs désignent cette opération non par ss; mais par $;6,); Si i=J,on 
poses side memes-S—5s; etc 

Combiner d’une façon quelconque les substitutions s,, s,, ..., s,, c'est former un 
produit quelconque 

CS Sites NT PTE 
où les p; sont des entiers, et les ,, &,, ..., à des indices, distincts ou non, prenant 
une des valeurs de 1 à X, Æ pouvant être infini. 

L'ensemble des substitutions ainsi obtenues en formant tous ces produits est tel 
que le produit de deux d’entre elles fait partie de l’ensemble; dans ce cas, on dit 
que l’ensemble forme un groupe de substitutions. 

Les fonctions obtenues ici en combinant toutes les substitutions s, sont les fonc- 
tions D(æx). 
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conque par multiplication les substitutions 
ls F7) ee 1x; Fo(x)| 


ne prennent pour æ — 1, ou quand x est un des nombres N,,..., N4, 
que des valeurs transcendantes [N; — F;(1)]; D (1) est de plus de même 
espèce que N, — Ë. 

On remarquera que N, étant égal à F, (1), on obtient H(Dgu) 
où pqg7! est rauonnel, réel et > o, en faisant dans les calculs . la 
page 109, Ë — inu = pq !, Eny1 = 0. Ilen résulte que F,(pqg=t)—[L!., 
satisfait à (25;), etque F,(pg=!) est un nombre transcendant de même 
espèce que 5. Donc D(p7-") a la même propriété. 

On obtient ainsi l'énoncé suivant : 


Taéorëème [l;. — Sort Ë un nombre transcendant positif limite 
d’une suite «le fractions rationnelles positives 
POS ..) PP 02 Do 
telle que 
Li > ln, Ë — Ï; = Qi: Qn+12 0. 
avec 


En = nali+an), 
ay fixe positif ou négatif, limn, = 0 pour n =, y} positif, et 
croissant indéfiniment avec n, Yrys > Va; soit f(x) la fonction 


= L+(l—l)r+...+(I —1;)æett+..., 


issue de Ë. 
Soit encore une suite de nombres transcendants réels positifs 
A x = A L . 
de méme espèce (!) que &, c'est-à-dire tels qu'un quelconque Ë; soit 


(:) On peut dire aussi qu'ils sont correspondants, comme au Chapitre IT, p. 36 
et 4o, et appartiennent à un groupe H;. 

Lorsqu'on ne s’astreint plus aux conditions 1,,, > 1,, Ë; et pq ! réels et positifs, 
l'énoncé se modifie légèrement : d(pg !)est un nombre rationnel où un nombre de 
Liouville de mème espèce que #4 (4, pq !, I, étant réels ou imaginaires). 

On remarquera que f'(æ), f(x), ... donnent pour & rationnel des nombres ra- 
tionnels ou transcendants de même espèce que £. Ceci résulte de la condition ana- 
logue à (22,) et des calculs des pages 101, 109, modifiés en conséquence (où l’on 
doit changer Q" en Q%,,,). De mème, tout polynome à coefficients rationnels formé 
avec les fonctions ji au æ ), ou encore avec les fonctions (x) déduites des f (zx) : 
c’est là une conséquence de ce qu’on vient de dire, du corollaire I,, du théorème Is 


et du Chapitre III, p. 36 et 4o. 
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limite de la suite 


; À Ps 7. 
PNG es LD 20 nn ee 
avec 
—E, 


4 
: : - V nn 
In+1 > Un D O0, ë; mi — he In+1 = SE _ es ci 


x ! { jÈ x ne, 
OÙ Sp Var Xn SON analogues à Zn; VER 2 


Qn = Qfn, On —= naU+Mn), 


a fixe, positif, nul ou négatif, mr, —=0 pour n—=. Soit 
enfin f;(x) la fonction génératrice issue de £;, comme f(x) l’est 
de &. 

À toute substitution 


lr; EP (r) 


du groupe dérivé des substitutions 
1æ; fj(æ) |, 


où fo(x) = f(x), correspond une fonction ®(x) telle que (pq!) 
soit un nombre transcendant de Liouville de même espèce que £ 
pour toute valeur rationnelle positive pq. 0. 


CoroLLairE [;. — T'out étant posé comme dans l’énoncé du théo- 
rème, et | x, D,(x)| étant une substitution du même groupe, au- 
cun des nombres transcendants ®(pq"*t) n’est racine d’une quel- 
conque des équations D,(x)— À —0, où À est un nombre rationnel 
ou algébrique quelconque. 


Voici une application étendue : 
Je considère la série 


L 3 


fta=S asian, 


1 


où ay est positif et £ a" (a/ fini) quels que soient y et », et où #, en- 
ter divise t»,,; de plus 


w . 
On TLC ae OE opà lim w, — « pour n = +. 
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On a 


œ 


Dre, 


1 


je prends 


nm 
UD. D are to, n = tn; 
1 


A (1) — tn est de la forme gli npourn — æ), et, dès lors, 
f,(G) est transcendant. 

Quand y varie, avec a <a/, les nombres f,(1) sont de même es- 
pèce; le théorème précédent s'applique; donc : 


Cororrarre Is. — À toute substitution |x; b(x)| du groupe 
dérivé des substitutions 


Iz; A(x)|, 


A(æ)= Ÿ ab tst ar, 


Le 


ns : : : PS 5, . 
a posttif (1)£a” fini, t, entier réel diviseur de t,,,2t7 ",wn crots- 
sant indéfiniment avec n, correspond une fonction (x) qui ne 
prend que des valeurs transcendantes pour toute valeur ration- 
nelle réelle positive pq"! (?). 


Je prends, comme à la page 104, t, = b;(n}?", k23, mais |aW|£<a"; 
on a 
tu = bn + 1)pr+t) = En = by(n)pr tn, 


si 
e(n+i) brin +1) = pritünbz (nr), 


log[p(n+i)]+bx on +1) =logp+(i+wx)logn + by a(n), 


les logarithmes étant pris dans le système de base b; quand «23, 


(‘) On suppose, bien entendu, que ay) est, quel que soit y,  o pour une infinité 


de valeurs de 7. 
(2) Les fonctions f,(æ) forment un ensemble (au sens de M. Cantor) qui à la 


puissance du continu. 
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bentier22,ona 


by-s(n+1)220y (nr), 


comme on le voit sans peine, et w, croit indéfiniment avec n. 
Le théorème IL, et ses corollaires s'appliquent. En tenant compte 
du théorème [;, on obtient ce résultat : 


CorozLaire Ill;. — Tout étant posé comme dans l’énoncé du 
corollaire IT, st 


tn= bn)", 23, 


les équations f,(z) — À —o, où À est rationnel ou algébrique, 
n'ont aucune racine rationnelle, algébrique ou de la forme 
P(pq !)(pq"! étant rationnel, réel et postte/). 


Il semble que l’on puisse établir un théorème et des corollaires ana- 
logues au théorème Il; et ses corollaires pour les nombres (4,), où 4, 
est algébrique, en suivant la même marche, et s'appuyant sur le théo- 
rème fondamental I, : D(4x,) est alors probablement rationnel, algé- 
brique où transcendant d’une certaine espèce; c’est-à-dire que les 
nombres ®(4,), quand ils sont transcendants, jouiraient de pro- 
priétés communes, telles en tout cas que l'inégalité (11:) du théo- 
rème Î, ne serait satisfaite pour aucune valeur de x dès que » est 
assez grand; la marche à suivre paraît être analogue à celle du théo- 
rème Il. 


CHAPITRE VI. 


SUR LA CLASSIFICATION DES NOMBRES IRRATIONNELS 
OÙ TRANSCENDANTS. 


Soit 


(Ie) MEPANE Es sue PAT CRC} 


une suite de fractions réelles ayant pour limite le nombre réel 
positif & : si 


at +b—o, a > 0; a, b“enuers, 


et £ rationnel, on a 


al,+ b—=(aA,+bB,)B;!; 


si l’on n’a pas a A, + bB,— 0, 


E—I,=—ba1—1,=—{(aA,+bB,)a-1B;!, 


(2) PERRET 


Si la suite (14) ne sausfait pas à cette condition quel que soit n, 
E est irrationnel. 

On peut se demander s’il y a réciprocité. Autrement dit, toute 
quantité € irrationnelle peut-elle être regardée comme limite d’une 
suite (14) pour laquelle on aura 


(26 bis) et) < a nb;?, 


pour une infinité de valeurs de n, quel que soit le nombre positif & 
fixé à l’avance ? On peut se poser encore pour lune irrationnelle une 
question plus précise : pour une irrationnelle déterminée, le nombre e 
par exemple, limite d’une suite analogue à (14), peut-on assigner des 
limites supérieures ou inférieures de | E—I,|en fonction de B, ? On 
sait déjà qu'il y aura une réponse affirmative dans certains cas 
étendus, par exemple quand & est algébrique (réel) d’après le théo- 
rème de Liouville (Chap. IT). Je vais apporter ici une contribution à 


l’étude de cette question. 
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Le premier de ces deux problèmes comporte immédiatement une 
réponse affirmative d’après la formule (7) (n° 6 du Chapitre I); si 
; RÉ ÉL e - NE =) 

l’on prend pour (14) une suite de réduites consécutives [0 


del ou 
(10707 10a< [[— I; | <(Q% Que dnii 052 DES 
ce qui entraîne (2, bis). Je passe au second problème : 


Premier cas. — Les quotients incomplets du développement 
en fraction continue de 1 sont tous limités (ordre — «, Chap. 1, 


n10) 
On a, d’après (12)et (13) (Chap. I), 
Il—II>(2B3Y T1, Jr = A,B;!, 
quand I, n’est pas une réduite, 
[2B?(auu+ 0 1<|I—T | <(Bia,,:1)7t, 
quand I, est une réduite (d’ordre »,); par suite, si 4, <a, 
[l—1:1>[2Bè(a+i1)pt, 
en tout cas, et, quand I, est une réduite, 


HR I<B7 


Par conséquent : 


Quand les quotients complets du développement en fraction 
continue de 1 sont tous limités et £a, la suite (1,5) est telle que 


[1—1,|>[2B2(a+r)]-1, PPS PAPIBERE 


De plus on peut toujours supposer (14) formée de fractions 
comprenant une infinité de réduites, de façon que, pour les 
valeurs de n correspondantes, 


|l— [, | <B,2: 


Ce résultat est important : il montre que, dans ce cas, I n’est pas 
un nombre transcendant de Liouville, d’après la définition donnée 
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au Chapitre IL (p. 14); de même (voir plus loin, Chap. VID), les 
fracuüons continues quasi-périodiques dont les quotents incomplets 
sont tous limités, et qui représentent des nombres transcendants, 
comme on le montrera, sont des nombres distincts des nombres trans- 
cendants de Liouville. Ge résultat permet encore d'affirmer que, si 
une suite analogue à (14) renferme une infinité de fractions 1, telles 


que 
Il=1,|<etB;}?, 


quel que soit le nombre positif c, [ possède une infinité de quotients 
incomplets plus grands que tout nombre fixé arbitrairement. C’est le 
cas des nombres de Liouville : j'y reviendrai tout à l'heure : c’est en 


particulier le cas des nombres considérés au Chapitre HI [formule (223) 
et suivantes |. 


Deuxième cas. — Les quotients incomplets forment une suite 
d'ordre au plus égal à (0, À), c’est-à-dire que ar = nr, (lime, —0o 


Dourn—). 
Je suppose d’abord l’ordre égal à (0, À); d’après (15) pour une 
infinité de valeurs nr, +1 de n, 


À+E 
Œn,+1 — (ri ir) “és 


et, quel que soit 7, 
Aa nÂ+e, 


où € est positif et fixe, aussi petit qu'on veut dès que x est assez 


grand. 
1, étant une réduite de 1, P,Q,' avec Q; = By, on a, d’après (13), 
MS ROQiarutoli> }20[(a+nMe-er, 1 (1) 
n—1 


(ES) D'après (313), ve 22, 


2 Q7 [C7 + 1)h+t + 1] L 40% (7 + Ki) du = QE, 


où 
* De pe)log(r nn) loen 
Le 2 log, e n 


donc ec 
Pi En) BU 


4 s fe 
où 6, =, limb, = 0 pour n'= «. 
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Cette formule subsiste, a fortiori, pour [I — 1» |, quand 1, n’est 
pas réduite de [, d’après (12), si l'on prend pour Q, le plus grand 
dénominateur de réduite inférieur à B,. 

Enfin, cette formule est encore vraie quand on spécifie seulement 
que l’ordre est £(0, À). 

L'ordre étant (0, À), (13) et (15) donnent pour I,,, supposé réduite 


d'ordre n, 
Me (0e ml oO ae 


Quand on spécifie seulement, sans préciser l’ordre, qu'il y a tou- 
jours un quotient incomplet, par suite une infinité de quotients 
incomplets plus grands que toute quantité donnée, la même formule 


montre que 
[— IL T<(Bipr)t, 


pour une infinité de valeurs de 7, ©, croissant indéfiniment avec 7. 
Donc : 


1° Quand parmi les quotients incomplets du développement en 
fraction continue de l’irrationnelle X il y en a toujours un plus 
grand que tous les précédents, on peut toujours supposer la 
suite (14) telle que, pour une infinité de valeurs de n, 


[1—T, | (Brita), 


où vw, croît indéfiniment avec n. 

2° StLest d'ordre (o, À), on peut supposer que, pour une infi- 
nité de valeurs de n, à savoir celles qui sont telles que ans, soit 
quotient principal, 


[I— I, | <[Bi(n +1-]-1. 


3° Quand I est d’ordre <(o, À), on a toujours pour toute 
suite (16) 


Il—1,|>(2B29)" et L1—1,| > B; tn), 


où limé,;—0o pour n—c. 
On verra tout à l'heure que les nombres Ï considérés ici ne sont 
pas des nombres transcendants de Liouville. 
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Parmi les nombres I auxquels ces formules s'appliquent, il faut 
citer en partüculier les nombres 
et HI 


2 
ÿ= = — : à nur en: 
et — I] æ æ æ on e 


Où— QU, q étantenter. Pour æ=—1, on a 


ET 
te UE NE EE NN 6 EN: TOR... ), 
d’où 
e—I 
= ii: 1Hr: 6 ET: 10 +... 
2 ? 


ce qui est une formule déjà indiquée page 11. On a évidemment 
An —= Mi TEm, 


et le nombre J est d'ordre (0, 1), d’après notre terminologie (Chap. I, 
n° 10). D’après le Chapitre III (énoncé V, p. 53), I—e7 * est 
d'ordre (0, 1), quel que soit l’entier g (?). 

La même méthode s’appliquera pour trouver des limites inférieures 
et supérieures de || — I, | dans le cas où I est d’ordre (4, À). 


Trorsième cas. — /Vombres transcendants réels de Liouville. — 
Ces nombres sont caractérisés par ce fait qu'ils sont limites d’une 


(:) Je n’établis pas ici cette formule : le lecteur, s’il ne veut l’admettre, pourra se 
reporter à la Géométrie de Legendre (Éléments de Géométrie, 9° édition, Paris, 
Firmin-Didot, 1812, Note IV, p. 288-290). Legendre arrive simplement à la formule 


CCE Cr 
—_ LUE TA OO TN Se : 
CE + ex Ce 
posant 27; 
e*—1 ee . pe EME ORe 
PR 2 AIO VERNON ENS tes . …., 
cer T W 4 fl 
d’où 6 
e +1 2 10 \ 
GE = — +7] nm +. ñ 
ef NA 1 y 


ce qui est la formule dont je me sers. 

(2) Si p est un entier > 1, on sait que, I, étant réduite de I, 1} ne peut être 
réduite de I? pour une infinité de valeurs de » que si I est d'ordre Z (1, 1) (corol- 
laire I, et p. 42 et 43, notes 1). Donc, si [, est une réduite de el‘, 1% n’est pas réduite 


de ed !. 
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suite analogue à (14), où 
[I—1,|=e,B;, 0 < En, 


pour toute valeur du nombre positif et une infinité de valeurs de n', 
dès que n»/ est assez grand. 1, est alors forcément une réduite de I, 
et l’on peut écrire B, = Q,; la formule (13) donne 


Ou [l—1,|> [2Q2(an+1 SS DIE 
d’où 


a—2 
34nt1 > (ann FI) > Qhn, 


I 
a—2 3 NX 
En (8 > 07 —Q»>; 


d 


dès que n est assez grand. 
Inversement, je suppose que, pour une infinité de valeurs de n, 
une irrationnelle I soit telle que 


Anti > (EE 
on a, d’après (13), 1, étant une réduite de I, 
IT—11< Quant <' QE, 


et, d’après le théorème de Liouville, I est un nombre transcendant de 
Liouville. Donc : 


THéorÈme 16. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une irrationnelle 1 réelle positive soit un nombre transcendant 
de Lriouville est que le développement en fraction continue de I 
renferme une tnfinité de quotients incomplets a,,, plus grands 


que Q%, quel que soit le nombre positif x!, Q, étant le dénomi- 
nateurdelarédulte a Rita CIC En LR. 


Corozzaire 15. — Le développement en fraction continue ordi- 
naire d’un nombre transcendant réel de Liouville est d’ordre 
I) 


On a; *enieffet, 4,1 O% et, d'apres (3r.) (p. 42-44) 


) 


na 
(2 


(36) An+1 >> 2 ? . 


Ces résultats sont importants : il s'ensuit que les nombres I dont 
les quotients complets sont tous limités ne sont pas des nombres 
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transcendants de Liouville (propriété déjà établie précédemment), et 


=. 


D (2 Sidi =1 
aussi que les nombres ST EEE) ou e7 ne sont pas des nombres trans- 


cendants de Liouville. 


ConozLaire Ils. — e2*, où q est un entier 21, n’est pas un 


nombre transcendant de Liouville. 


On pourra obtenir des conditions encore plus restrictives pour les 
quotients incomplets si l’on considère des nombres de Liouville spé- 
ciaux (!), par exemple ceux qui appartiennent aux ensembles H, 
et H; du Chapitre III (p.34), et si on leur applique les formules (12) 
et (13) : je n’insiste pas, en renvoyant le lecteur à la fin du volume, 
à la Note II complémentaire de ce Chapitre. 


(1) Ainsi, d’après un calcul rapide, il me semble pouvoir affirmer que l’ordre des 
nombres transcendants de Liouville f,(z), où z est rationnel et f, une des fonctions 
considérées au corollaire III, du théorème IL,, est au moins égal à (1,) quand He 
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LES FRACTIONS DÉCIMALES ET LES FRACTIONS CONTINUES 
QUASI-PÉRIODIQUES. 


J'ai établi ailleurs les deux théorèmes suivants : 


Tuéoreme 1. — Soit un nombre 
X=-A+ De 5nq—Ÿr 
1 


(à, entier positif £q —1, À, q entiers, 4, entier fonction crots- 
sante de n) qui, représenté ainst dans le système de numération 
de base q, possède après le LE" chiffre significatif à, à droite de 
la virgule un nombre de zéros suffisamment grand (\) (ce qui 
revient à dire que Ÿ, croît assez vite avec n), autrement dit, par 
définition, un nombre quasi-rationnel dans le système de numé- 
ration de base q. 

Dans un système de numération de base q, première à q, X 
est représenté par À + une fraction quasi-périodique simple, 
c’est-à-dire une fraction qui présente immédiatement à la droite 
de la virgule une infinité de suites 53, ss, ..., Sm, ... de chiffres 
dont chacune est formée par la répétition un nombre aussi grand 
que l’on veut de fois (dès que m est assez grand) d’un même 
groupe de chiffres dit rériovr, les périodes commencant aussitôt 
après la virgule. 


La suite s, s'obtient en prenant le nombre 


A = à dngŸn, 
1 


(*) Exemple : les nombres N définis par les formules (23,), page 38, quand on 
remplace d par g. À l’occasion, il m'arrive de dire, par extension, que la représen- 
tation ci-dessus de X est décimale; correctement, il faudrait dire : gaie, Les progrès 
de la théorie permettront de décider sil n’est pas préférable d'appeler quasi- 
rationnels tous les nombres de Liouville. 
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exprimé dans le système de numération de base ,; elle s'arrête au 
(ms —1)% ou au m% chiffre significatif à droite de la virgule 
exclusivement, si le premier chiffre significatif Ode 0. 1gatm Ua 
droite de la virgule dans le système de base 7, est le mime; quelques 
chiffres de la dernière période de s» peuvent manquer. 

J’ai établi de même un théorème en partie réciproque : 


Taéorèue Il. — Soit une fraction X! quasi-périodique dans le 
système de numération de base q,, c’est-à-dire, par définition, 
une fraction qui présente, à la droite de la virgule, une infinité 
HÉSUUIES Sie So. Smi..< de chiffres dont chacune est formée par 
la répétition un nombre k,, k:, ..., Km, ... de fois au moins 
d’un méme groupe de chiffres, ces suites commençant ou non 
après la virgule (le nombre de chiffres a, de la partie non pérto- 
dique immédiatement après la virgule ne croissant pas trop vite 
quand n croît, ou restant limité). S% k, croît assez vite avec n par 
rapport à snk,' et an, X' est un nombre transcendant de Liouville. 


Je ne reproduis pas la démonstration de ces deux théorèmes; on 
la trouvera abordable pour un étudiant, dans mon Mémoire pré- 
cité (!). Je ferai remarquer que, puisque e77" n’est pas un nombre 
de Liouville (corollaire IT, du théorème 15, p. 125), il n’est non plus 
ni quasi-périodique, mi, bien entendu, périodique dans aucun système 
de numération, e7 ‘ étant irrationnel (Chap. IX, plus loin). 

J’établirai 1c1 seulement ce théorème : 


Taéorème Il,. — Tout nombre transcendant réel de Liouville, 
d'ordre suffisamment grand, représenté dans le système de nu- 
mération de base entière q (?), est un nombre quasi-rationnel ou 


une fraction quasi-périodique. 


(!) Journal de Mathématiques, 1904, p. 357 et suivantes. 
(2) Je pense que, en cas de besoin, le lecteur pourra étendre au système de numé- 


ration de base g les propriétés connues des fractions décimales périodiques. 
Il peut néanmoins être utile de donner quelques indications à cet égard. Soit la 


fraction irréductible périodique 


RPC de Jade did faq Hs, 


où f, -.., J, sont les chiffres de la partie non périodique, f,, ... f, ceux de la pé- 
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En effet, je considère le nombre & de Liouville défini par les con- 
ditions (1,) et (23) (p. 25 et 27) et la fraction PNG, 1e 
suppose que l’on n’ait conservé dans (1,) qu’une suite de fractions 
réelles irréductibles satisfaisant à la condition (173) (p.35) quiseront 
des réduites de £. Je mets I, sous la forme 


B=A+Ÿ 87, 


1 


: . S : + b l 
où Ôj;est entier, 0£ô;<{q, À un entier positif, et g —q;tg;...q}; 


æ 


Qi 2 -.., gx étant les facteurs premiers distincts de gq. D ôjqg 
1 

est une fraction périodique simple où mixte, ou une fraction limitée. 

Si c’est une fraction périodique et s’il y a une partie non pério- 
dique, Q, doit contenir un facteur g%q%...q5, avec a, b,...oul>0; 
on a évidemment, si Q,=— 2 (1 entier ou non), a, b, ..., / tous au 
plus égaux à 4, en sorte que le nombre de chiffres C, de la partie non 
logQ». 
log2 ? 
période, il est en tout cas au plus égal au nombre des restes distincts 


périodique est £ pu — quant au nombre des chiffres N, de la 


que peut donner la division d’un nombre quelconque par Q,, c'est- 


riode. On a 
CE QT = RQ CRETE feat ia er de UT Eee 


Le plus grand facteur g%q?...gqi de Q formé exclusivement avec les diviseurs pre- 
miers de g divise g°(g*— 1), par suite g°, car g*—1 est premier à g; ce facteur ne 
divise pas g°-t, sans quoi (g*+°— g°)F serait divisible par g; on aurait f.== ff, et f, 
appartiendrait à la partie périodique des chiffres de F. 

Alors g5g:...gx ne divise pas g°1= (g#qh...qglh)-1; l’un des nombres a, b, ..., 
l'est supérieur à l’un des nombres a; (c—1), ..., L(c—1); mais a<a,c, ..., l<Lc, 
c’est-à-dire que c est le plus petit entier au moins égalla la fois à aa AUS 
c est ainsi au plus égal au plus grand des nombres a, b, ..., l; si Q — 2#>g2q"...q", 
a, db, ..., l sont £ h, et c<u (u entier ou non). 

Si PQT'= pig i+...+osg = qg'(p,qgi+...+ pr), avec vw r 0, c'est-à-dire 
si PQ n’a qu'un nombre limité de chiffres significatifs, Q divise g°' et ne divise 
pas g°7'; c'est le plus petit entier au moins égal à la fois à aax1, 
encore C'< y. 

D’après le théorème III, et le Chapitre III, les nombres déduits de plusieurs 
nombres de Liouville correspondants, d'ordre assez grand, par les quatre opérations 
fondamentales de l’Arithmétique, jouiront de la propriété indiquée dans l'énoncé. 


Ur eonta 
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à-dire £Q,. Donc 


D Nec. 


D'autre part, DETE est une fraction limitée sous la condition 
1 
nécessaire et suffisante que Q, soit de la forme g“qt'...gt; le 


logOQn 


nombre C’ des chiffres 3; est C!< Ts 
nr J ENRES log2 


On pourra avoir les deux mêmes cas pour [,,,, et 


logO À log Q 
( < CRUES N 7 T ! LES n+1 : 

n+i= TTog2 Ne Qnr ou An+1 = log? 

Enfin, d’après (23) (p. 23) et (17:) (p.35), 
Mae l=E0,"; 
1 A = © Se 
ay croit indéfiniment avec n. 

Ê ; Te , ab (ee RE 

Premier cas. — Si Q, est de la forme g%qg5 ...gqx, soit 


. 
LL, œ; Te ed: 
gg" = 0% Se Hn = An log Q» 


les logirithmes étant pris dorénavant dans le système de base g. 


On a 


k2 Fr J, | = oe GA 


ul a! est aussi grand qu'on veut dès que n est assez grand. 
\ 


a. Si5> l,, € possède tous les chiffres significatifs de I, ; en effet, 
Br +Y dqg + (E 1) 


le premier chiffre significatif £ 0 de 6 — I, à droite de la virgule a 
son rang 2 4, : & possède donc une suite d'au moins 


log Q} 


(17) 1 Cn2anlogQn—1— log = [as — (log2)1] logQn— 1 


zéros consécutifs. On peut considérer o comme formant une période. 


M. 9 
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PA +Ÿ dy Alter 


Le premier chiffre significatif <o de [, — £ à droite de la virgule 
a son rang Zu, : quand on retranche 1, — £ de 1,, on obtient donc 
au moins w,—1— C!, chiffres y —1 consécutifs (des 9 si g = 10). 
On peut considérer g — 1 comme formant une période. 


Deuxième cas. — Q, n’est pas de la forme g qe gere 
à-dire que I, est une fraction périodique illimitée dans le système de 
numération de base g. On a encore 

je l; | = ue gi, 

a. SE > 1,, Ë possède en commun avec 1, au moins a, —I1—N, 

chiffres significatifs (!), c’est-à-dire au moins 


Un —1—N,— Ce Lan — (log2)-!] log Qh»— pe Qx 


chiffres faisant partie des périodes de [,. Il y aura ainsi au MOINS au- 
tant de ces périodes qu'il y a d’entiers dans : 


(1: bis) i[tn—(log2)-t]logQn—1 Qut— 1, 
puisque N,<Q». 


b. SiE<I,, É—1I,—(I1,—EË), et la même formule est applicable. 
Il suffira dès lors que, pour une infinité de valeurs de n, le nombre 
(17 bts) soit plus grand que toute quantité donnée a priort : (1;) sera 
a fortiori plus grand que cette quantité, et £ contiendra autant qu'on 
veut de périodes correspondantes de 1,. 
n? x Dan re z : : : à : 
D’après une propriété précédemment établie, ceci revient à dire 
; ; ù 
que 4, croît assez vite avec », par suite que l'ordre de E ou de son dé- 
veloppement en fraction continue est suffisamment grand (?). 


(*) I convient de retrancher N, de u/,—1 parce que, dans le cas &, Ales derniers 
chiffres de la période (mais non tous) peuvent être des chiffres g —:,et, dans le cas b, 
des zéros. 

(*) Pour plus de précision, voir Note II à la fin du Volume. 
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Remarque. — Un nombre transcendant de Liouville, même s’il 
ne satisfait pas à la condition ci-dessus (1, bis), aura encore un déve- 
loppement quasi-périodique dans le système de numération de base q 


quand 
(25) an (log2)1]logQr—:1|N;! 


est plus grand que toute quantité donnée pour une infinité de valeurs 
de n. À priori, la chose n’est pas impossible, car N, peut être tou- 
Jours beaucoup plus petit que [4,— (log2)-']logQ,, au moins pour 
une valeur convenable de g. Ceci aura lieu. d’après ce qu'on a vu 
dans le premier cas, où N,—1, et la formule (1,), s’il y a une infi- 
nité de valeurs de ©, de la forme gg!" ...qf. 

La question se pose alors de trouver pour £ les valeurs de q, s’il y 
en a, pour lesquelles £ est quasi-périodique. Il y en aura toujours, 
d’après le premier cas, s’il y a une infinité de valeurs Q, de Q, pour 
lesquelles (,, ne contient, quel que soit »,, que les mêmes facteurs 
foie SO esbde former rt. .r;, les nombresw,,r3, ..., 
rx restant les mêmes pour une infinité de valeurs de n,, et si je prends 
pour g un nombre n'ayant aucun facteur premier différent de 7,, 7», .…., 
rx et les ayant tous, on a N,=1, et la condition (2;) est toujours 
satisfaite, car 2, croit indéfiniment avec n. 

Quand on ne peut trouver une infinité de valeurs de Q, de la même 


,b" 


forme r%70"...1%, 1l resterait encore à élucider s'il y a bien toujours 


des valeurs de 4 pour lesquelles £ est quasi-périodique. 


J'ai indiqué aussi, sans donner de démonstrauon, dans mon Mé- 
moire précité (!), que les fractions continues quasi-périodiques 
simples ou mixtes (les suites de quotients incomplets remplaçant ici 
les suites des nombres à la droite de la virgule mentionnées dans le 
théorème Il;) étaient des nombres transcendants. Je vais établir 1c1 
cette propriété, en donnant des exemples de pareilles fractions con- 
tinues. 

Soit done [ une pareille fraction continue présentant 4, premiers 
quotients incomplets (en dehors de 45), &i, a», ..., ds, formant la 
parue non périodique, puis une suite s, de quotients incomplets 
formée par la répétition, au moins Æ, fois, de À, quotients dans le 


(:) Journal de Mathématiques, 1904. 
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même ordre, c'est-à-dire d'au moins k#, périodes. Je suppose que ce 
fait se présente pour nr = 1, 2, ..., de façon que k, croisse assez vile 
avec À par rapport à À, et 2». Soit A! la partie non périodique, À, la 
période correspondante. 

Il ya une fraction continue périodique YA () ayant pour partie 
puis pour partie périodique À, ; de même, il ya 


/ 


non périodique À,, 
une fraction continue æ, périodique simple ayant pour période A». 
On a, d’après la formule (5) (p. 4), où l’on remplacera z,,:4 par Zu, 


Yi Gi: dit EI) dx EI; 
Pa, TCnas Pé, A Perth, Tnt Pari 4 

n — ES CU 0 — 5 = , 
Jan Ln + Jaux—1 Tant hn Tr + Janthn—1 


pig:' désignant la cième réduite de L et de Y,. On en conclut 


Jan Yr == Pan an+hn Yn — Panthn 


0} 
T = 4 < 
Jan Vo, 1 JailsiVn. Part 


(37) ; Ra Yi +Ravr rRi=0; 


R,. R’. FR’! sont des entiers dont la valeur absolue est limitée supé- 
? n°1 1 P 
rieurement en fonction de ,, À, et des 4, + À, premiers quotients 


incomplets de 1; on a 


| Ra = Gas Qanthnt — Yan Qantdnr 


ÈS % ke & 
| IR = Da, Pasrks-t= Pa DELL 


dc x A fi e : —— j 
d’après La formule (4) (p. 8), pau qi—piqiu = (— ai), et qi et qius 
sont premiers entre eux; 4,1, est premier à Jantrk,—1 et ne peut di- 
viser g4, qui est plus petit; donc R, £ 0. De même, R° Zoo. 
Soit Ÿ, la racine de (3;) autre que Y, :ona 


Ya lYal=lRaRrt| Ra l 


(7) Les fractions continues périodiques, simples ou mixtes, sont celles qu’on obtient 
en prenant pour quotients incomplets les chiffres successifs à droite de la virgule 
d’une fraction ordinaire périodique simple ou mixte, supposés 0, ou, mieux encore, 
ces chiffres étant nuls ou non, en les remplaçant par des nombres entiers arbitraires 
Ris Pa, -.., tous > 0, deux chiffres différents étant remplacés par des nombres diffé- 
rents, deux chiffres identiques par des nombres identiques. 
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puisque R, est entier 0, et 
(37 bis) En TRAYSUSMIR, |, 


où M est fini, et, si l’on veut, 21, puisque | Y, |, aussi voisin qu'on 
veut de [ pour À assez grand, est fini. L est évidemment la limite vers 
laquelle tend la suite 


quand » croît indéfiniment. On a [formule (13), n° 10, Chap. 1] 


a UE Là ED De 

M Pardon Jasthah 
4 < ul s =? “ 

| Y Th Pan+kn Ân Jan+kn An | << an+kn An 


x 47) | [I — V> | < Quake 


Ceci posé, je vais établir que, sous certaines conditions, Î est un 
nombre transcendant. 

Soient £ un nombre algébrique racine d’une équation irréductible à 
‘coefficients entiers, de degré d, f(x) = 0, n, un nombre algébrique, 
racine d’une équation algébrique, irréductible ou non, à coefficients 
entiers de degré Ô£d, #(x) — 0, et qui soit une valeur approchée 
de £ sans être racine de f(x); soient n2, ..., ns les racines de cette 
dernière équation autres que n, : Je prends 


FRE (di) /(n2)..:/ (ns), 


où B, est le coefficient de la plus haute puissance de x dans #(x); F 
est un polynome à coefficients entiers (!) fonction des coefficients 
de f et de +. Si n, est suffisamment voisin de £, pour préciser, 
si|Ë—n,| est plus petit que le module de la différence de deux ra- 
cines quelconques de f(x), f(n,) est <o; il en est de même de 
fln2), -.., f(ns), car, si, par exemple, n2 était racine de l’équation 
irréductible f(x) = 0, f(x) diviserait 2(x) [théorème connu (?)], et 
il faudrait 4 > à. Donc F est 0, et, par suite, puisque F est un 


(:) NieweneLowski, Cours d'Algèbre de Mathématiques spéciales, t. IT, 2° édit., 
Paris, À. Colin, 1891, p. 311. 
(C7 =p-1280: 
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nombre entier, 
IFIèr,  (f(m)121B5 fn). fs) 4: 


On forme d’ailleurs facilement une limite supérieure du module 
des racines de #(x) = 0, puis une limite supérieure ® de | f{n2)|,..., 
2 ( 


| f(ns)|. On en déduira 


| f(n1)12(BSPÈ-1)-1. 
Mais 


Fu) = FE + n1—EË) = FE) + (ni — E) PTE + 8m —Ë)]. 0 Are 


d’où 
(5:) flan) = (m—E)M;, 


où M, est aussi voisin qu'on veut de f'(£) dès que | n1 — | est suffi- 
samment petit par rapport au module de la différence de deux racines 


der) *Doseld) 


(6:) (ns "ete ML RÉRESEES 

On peut ainsi assigner une limite inférieure de |, — ë |. 

Ceci posé, j’admets que I soit algébrique, c’est-à-dire racine d’une 
équation irréductible donnée à coefficients entiers f(x) — 0. Je vais 
appliquer ce procédé en prenant EN en 3(T) = 0 n'étant 
autre que l’équation (3;), et je montrerai que, si X, est suffisamment 
grand, quand on donne }, et 4,, on est conduit à une impossibilité. 
Il en résultera que 1 est transcendant. 

PICI 
Bo—R>?, F = RE FONS A Yn); 


si Je suppose que tous les coefficients de f(x) aient leur valeur 


(1) On arriverait à une inégalité plus precise en calculant ® en général; on s’ins- 
pirera pour cela du Chapitre IT. Il est bien entendu que, lorsqu'on appliquera cette 
formule, certains détails de la démonstration pourront devoir être vérifiés au point 
de vue de l'espèce. 


Si certaines des racines de #(æ), m, 3, -.., n, par exemple, étaient égales à He 
un calcul analogue conduit à la mème inégalité, où toutefois on doit supposer M,>1, 


P 271. 
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absolue < a! : 
HAN ÉTETAESS'EIERRRTS L'es (#]£<a'(d +1) Mél R!€|, 
d'après (3; bis); 
|[—Y,|2|Ma(d+1)MeRgR'«|-1, 


d’après (6,); M, possède d’ailleurs une limite supérieure commune 
: à . ” à ; 

M, pour toutes les équations f(x) = o en nombre fini de degré de, 

et dont les coefficients ont leur valeur absolue £ 4! ; d’après (4;), pour 


toutes ces équations, 


I D] LA 1 [2 ’ 1 ’ 
(77) CETTE [M &'(a'+1)Ma' Re Re" |. 


Dans le second membre de cette inégalité, tous les éléments sont 
déterminés dès que a', n, 24, À, les quotients de la partie non pério- 
dique et ceux de la partie périodique sont déterminés; M est aussi 
déterminé, car, pour n» assez grand, Y, est déterminé à une quantité 
près qui diffère de o d'aussi peu qu’on veut, et M peut être pris égal à 
la plus grande des quantités 1 et 217!, par exemple. 

Dans le premier membre, au contraire, on peut disposer de Y, de 
facon que qa,+1,9, Soit aussi grand qu'on veut. L’inégalité (7;) est 
donc impossible et I n'est racine d'aucune équation algébrique 1rré- 
ductible dont le degré et les coefficients, entiers, sont, en valeur 
absolue, £ a!, a! étant arbitraire. 

Si donc, pour une infinité de valeurs de n, k, croît suffisamment 
vite avec X par rapport à 4,, À, et aux quotients incomplets, le raison- 
nement s’appliquera toujours pour toute valeur de 4’ à partir d’une 
certaine valeur de », et | n’est racine d'aucune équation algébrique 
à coefficients entiers, c’est-à-dire est un nombre transcendant, 
car (7;) est toujours impossible dès que n est assez grand. 

OO D. 

On obtient un exemple étendu de pareilles fractions continues | 
en partant des fractions ordinaires quasi-périodiques simples qui 
expriment dans le système de numération de base 7, première à g'les 


nombres 


x = A + De qg'—Ÿn, 
1 
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considérés au théorème [,, puis prenant la fraction continue qui a 
pour quotients incomplets les chiffres successifs de X à droite de la 
virgule, X étant exprimé dans le système de base g,, ou encore des 
nombres #,, /':,... correspondant à ces chiffres, de facon qu’à deux 
chiffres distinis correspondent des nombres distincts, à deux chiffres 
identiques des nombres identiques. Si 4, croit suffisamment vite avec 
n, kx Croitra aussi vite qu'on veut et | sera transcendant. 

Le nombre 1 ainsi obtenu est une fraction continue quasi-pério- 
dique simple, dont tous les quotients incomplets sont limités, le 
nombre de ceux de ces quotients qui sont distincts étant limité. 

On obtiendra une fraction continue quasi-périodique, mixte en 
général, en prenant la fraction continue 


L=a;+i:a;+...+i:a,+i1:l, 


a, -.., a, sont des entiers fixes positifs (‘). I, est de la forme 


où &;; ; ; 


L=(PI+P')(QI+ OX, 
et dépend effectivement de I, car 
PO'=P'O——1. 


Mais on peut former des fractions continues l’ dont les quotients 
incomplets croissent indéfiniment. 

Ainsi, je prends pour les À, premiers quotients l’unité, puis pour 
les 2 *, suivants 1 et2, pour les 34, suivants 1, 2 et 3, etc. : À, crois- 
sant suffisamment vite avec ?, on peut prendre 


XL —= O, Lo qe Sata La —= Ki+2k, 
an KDE... En -1)4,., 


Nils RE D; 5 ÈS Ne Un, 


Il est bien évident que, pour une croissance suffisamment rapide 
de £, avec n, l'inégalité (5;) sera impossible; il est bien évident 
aussi, puisque les quotients incomplets croissent indéfiniment, que |’ 
n'est pas une fraction continue périodique ordinaire, qui serait racine 


() I suffira pour cela que les nombres af, ..., a! 


ja soient distincts des nombres 
TO 680 


id 
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d’une équation algébrique du deuxième degré à coefficients entiers (t); 
l'est un nombre transcendant. 

On en déduira encore des fractions quasi-périodiques mixtes ana- 
logues 


M=a+iiai+...+iial,+itl. 


Au lieu de prendre pour périodes 1, puis 1, 2, puis 1, 2, 3, ete., 
on pourra prendre, par exemple, c,. DSC) C2 Puis Ci. C2 Ci. etc, 
les nombres entiers €,, C2, C3, ..., Cn, ... étant distincts et constam- 
ment croissants (?). 

On remarquera que les fractions continues quasi-périodiques sont 
des nombres transcendants qui peuvent être disuncts des nombres 
transcendants de Liouville. Il en est ainsi en particulier quand les 
quotients incomplets sont tous limités, ou quand le gime quouent 
incomplet est inférieur à # (À fixe positif quelconque) d’après la for- 
mule (34) (p. 124). C'est le cas des nombres transcendants I, [,, l’, 
l, que l'on vient de former. 

Enfin on observera que, d’après la forme de leur développement 


1 


: 5 + 5 ET +1 : ; 
en fraction continue (Chap. VI, p. 123), rs” Où g est entier 21 


n'est pas quasi-périodique, car les quotients incomplets a, croissent 
constamment et indéfiniment avec n. 


On peut encore se demander si J = pq ‘1 est quasi-périodique 
quand [ l’est et que p/7* est rationnel avec p, q entiers > 0. 

On remarquera que pq "(I— Y,) est aussi petit qu'on veut, dès 
que , est assez grand par rapport à Melia nl) apres or). 
Zy= pq Y, est d'ailleurs racine d'une équation du deuxième degré 


g?RnLi+pqRiln+p'R}= 0, 


analogue à (3;). On sait (*) que Z, est une fraction continue pério- 


2 aq2 *. à. ÿ 
dique dont la période a au plus 2 A’— LR =4R,R,) termes, 


et que les quotients incomplets sont < 2VA'= pqVR} —4RR,; 


(1) Propriété connue, qui se vérifie, comme on l’a vu, à propos de l'équation (31). 

(2) Le cas échéant, il pourra être utile de consulter l’?ntermédiaire des Mathe- 
maticiens, 1904, p. 83-84. 

(3) SerRET, Algèbre supérieure, 5° édit., t. I, 1885, p. 38, 44, 45. 


1 
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R,, R,, R! ne dépendant pas de 4», quand L'est donné, on voit que, 
si Æ, est assez grand par rapport à Àn et On |] — Zn |'étant aussi petit 
qu'on veut, J a avec 2, autant de périodes communes qu ‘on veut. 
Donc, si 4, croit suffisamment vite avec x par rapport AA tete 
pq 'lest aussi quasi-périodique. 

Ces résultats restent vrais pour J et Z, quels que soient p et quand 
on prend pour pet toutes les valeurs £n. On peut donc conclure : 


Si k, croît suffisamment vite avec n, par rapport à an £t ns 
pq 'lest quasi-périodique, quels que sortent les entiers p et q. Il 
en est le même (le . quand MN'— NM'Z 0. 

Un raisonnement analogue s'applique à [? (p entier £n), plus 
généralement à toute fonction rationnelle J'— Ÿ{1) à coefficients 
entiers en valeur absolue € » et de degré = » formée avec 1, et qui est 
évidemment un nombre transcendant. VE elfet, se U}= dE 
|J'— U, | est aussi peut qu'on veut dès que » et Æ, sont assez grands. 
U, est racine d’une équation du second degré 


Hi U; [4 Yh) +Y(Y,)] nt LYa ) W{ Yn) =0, 


qui est de la forme 
SRUz SE U; ES, 


équation analogue à (3;),,5,, S,, S ont- 


# ‘ 


étantentiers. 5,019: 
leurs modules limités en fonetion de x, R,, R!, R°. 

Cette équation est ou non irréductible. 

Si elle est réductible pour une infinité de valeurs », de n, c’est- 
à dire si U,,—= 4(Y, ) est rationnel pour une infinité de valeurs », 
de », on peut prendre 4, assez rapidement croissant pour que 
|J'— U, | soit aussi petit qu'on veut en fonction de »,, en particulier 
pour que la suite des quantités rationnelles U, soit une suite de 
Liouville : J’ est alors un nombre transcendant de Liouville. 

Si cette équation est irréductible pour une infinité de valeurs n», 
de n, U,, a un développement en fraction continue périodique pour 
lequel les quouents incomplets et le nombre de ces quotients par pé- 
riode sont limités en fonction de 2}; ANS KA croit assez vite avec 7, 
Ü,, a autant de périodes communes qu'on veut avec J' et J' est une 
fraction continue quasi-périodique. Donc, en résumé : 
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À « É . , ‘ 
Taéorème 1V.. Si k, crott suffisamment vite avec n par rap- 


DONS ECNR TS TO les quantités (ML+ N)(MI+ N')-1, avec 
MN — NM'Z O0, M, N, M, N' entiers quelconques, ont toutes leur 
développements en fraction continue quasi-périodique; 2° toute 
fraction rationnelle de 1, b(V), à coefficients entiers, est un nombre 
de Liouville (*) ou une fraction continue quasi-périodique. 


Dans le cas particulier où L(1) — 17, soit Y(Y»,) rationnel et — p; 


r p : Fbne 7 ) : 
VYr— Oo et RAR; V+ FR, Yh+ R',= 0 ont une racine commune; la 
deuxième équation est irréductible, puisque Ÿ, est une véritable 
irrationnelle quadratique; la première équation admet pour racine 
Y,, forcément £ Y, et réel comme Y, : donc pestpaireL Y,—=— Y;,, 
À à S ; 
R,— 0. On sait qu'alors, en supposant 10, la condition R,— 0 
entraîne, avec mes notations, 4,<0 (?). On voit donc que [? est une 
fraction continue quasi-périodique quand p est impair, ou quand, p 


étant pair, 4, est > 0 pour une infinité de valeurs de n; done : 
En général, V? est une fraction continue quasi-périodique. 


On voit en même temps que, si | une fraction continue quasi-pé- 
riodique, et 


lard. +i:a; +1: 
1? est en général une fraction analogue dès que p'21, pourvu que 
les a! soient choisis convenablement (vor plus haut, p. 136-157). 


Extensions probables. — Les théories de ce Chapitre paraissent 
susceptibles d'extensions; dans l’état actuel de la théerie des fractions 
continues, celles-ci semblent difliciles; je me contenterai de lindica- 
tion suivante, un peu vague : les racines des équations du second 
degré à coefficients entiers sont ou des nombres rationnels (fractions 
continues limitées) où des irrationnelles quadratiques (fractions con- 


tinues périodiques). Si l’on peut, par un procédé quelconque, sur- 


(!) Ce cas peut se présenter (voir Note IT à la fin du Volume). 

(2) Je demanderai qu’on admette ce résultat : on en trouvera une démonstration 
dans l’Algèbre supérieure de Serret (loc. cit., p. 48 et 55 ); on doit noter que Serrel 
compte le terme a, parmi les termes périodiques ou non périodiques suivant les cas, 


par suite «,+ 1 termes non périodiques. 
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tout par un développement en fraction continue, définir des quantités 
racines d'équations du troisième, quatrième, ... degré à coefficients 
entiers, c’est-à-dire des irrationnelles cubiques, biquadratiques, ete., 
il semble possible qu'on en déduise des nombres quasi-cubiques, 
quasi-biquadratiques, etc., comme on a déduit du développement en 
fraction continue des irrationnelles quadratiques des fractions con- 
tinues quasi-périodiques, c’est-à-dire des nombres quasi-quadra- 
tiques (!). 

Enfin, on pourra chercher à définir des nombres transcendants à 
l’aide de la représentation des nombres sous forme de radicaux super- 
posés indiquée par M. P. Wiernsberger (2). Les procédés analogues à 
ceux appliqués dans cet Ouvrage pour faire dériver les fractions déci- 
males et les fractions continues quasi-périodiques des fractions décer- 
males et des fractions continues périodiques seraient à essayer pour 
les radicaux superposés. 


(1) Le sens des mots quasi-quadratiques, quasi-cubiques, etc. me semble suffi- 
samment précis dans l’espèce : ces mots sont d’ailleurs assez suggestifs par eux- 
mêmes. 

Peut-être pourrait-on s'inspirer d'idées ingénieuses de M. R. de Moutessus (/nter- 
médiaire des Mathématiciens, 1897, p. 42), ou encore des beaux travaux de M. Min- 
kowski (Gôttinger Nachrichten, 1899, p. 64). 

(?) Comptes rendus, 28 déc. 1903, p. 1233; 6 juin 1904, p. 1401; Journal fur Ma- 
thematik (Crelle), 1905, Lu CXXX, p. 144. 

Comme exemple de fraction continue I quasi-périodique, dont Les quotients incom- 
plets sont limités et £7. on peut citer celles obtenues en prenant, pour la suite s,, 
k, quotients incomplets égaux à r, <r(À,=1), les «,+1 quotients incomplets de la 
partie non périodique correspondante étant formés de la partie non périodique 
(ant quotients) qui précède s,_, dans E, des £,_, quotients de s,_, et du quo- 
uent a, =, li. avec 7,£7 : pour que I soit transcendant, il suffit, d’après (37.) 

. io Re Kat, 
pour une infinité de valeurs de 7, si grand que soit s. Il suffira alors que la suite 
des #, soit d'ordre > (2.0) dans la première classification des suites Ke TION 


n 


(Note IT à la fin du Volume). On formera facilement d’autres exemples analogues. 


CHAPITRE VITE. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES RACINES 
DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 


Je vais me contenter d'indiquer ici deux propriétés des racines des 
séries à coefficients rationnels. 


Taéoreue 15. — Sort la fonction quast-entière 


æ 


= co 
ù à ù 099740 > _ 
| Cn LOn + CU g() L c(x— «a;) AS 
( 0 0 


où les coefficients et a, sont rationnels 2 0, les 5;, w! et w!" étant 
entiers, 


(15) F( 


in 


Ca Se CODES OO CES TUE US Een D -CTenTLIerS): 
avec 
Sn |£Sn) [5 [£oÿ?, FE gt 
(0) (LT 7 4 À - 1 , 
Les 5», 59, s,) élant donnés en fonction de n, on peut toujours, 


pour toutes les fonctions F où les s satisfont aux conditions ci- 
dessus, choisir un mode de croissance convenable assez rapide de 
tu, t9, t)) pour que les fonctions F n'aient aucune racine algé- 
brique, autrement dit pour que F(Ÿ) soit transcendant dès que € 
est algébrique, réel ou imaginaire (!). 


Je ne reproduis pas la démonstration de ce théorème qu’on trou- 


(*) Quand F(z3) est une fonction entière, on exclut bien entendu la valeur æ = 0. 
Il est bien évident, d’après la démonstration, qu'une propriété semblable, avec 
une démonstration identique, a lieu pour les fonctions obtenues en ajoutant à F(z) 
un nombre fini de séries analogues à la dernière du deuxième membre de (r,),les 10) 


et les a, étant rationnels et satisfaisant à des conditions analogues. 
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vera dans le Bulletin de la Société mathématique, t. XXX, 1902, 
p. 147,.et qui est très DOoNCr On doit remarquer ici que chacun 
? 

des nombres t41, 49),, 4}, doit, pour qu il y ait impossibilité d’une 
racine algébrique : 1 être Le supérieur à une certaine limite fonc- 
tion des tj, 19, 4, oj, oc, oÿ (J —0,1,2,.. :, np etide mia etre 
choisi d’une at LL par exemple de facon que t,,1 soit 
suffisamment plus petit que 42, et t,,, (1). 

Dans le cas où F(z:) est une fonction entière, ce théorème est une 
conséquence des considérations du Chapitre V, théorème 1;, p. 100. 


En effet, si c;' croit suffisamment vite avec #, et si l'on prend 
I 


. 
D = Ps 


0 
on a 


Cn+1 = Pr10 ire — P} Que , 
[F(1) —P;Q;'] est, si l’on choisit £, croissant assez vite avec n, 
< Q,*, où & peut être pris aussi grand qu'on veut dès que n» est assez 
grand : F(3) est une des fonctions (=) du théorème Î;, car F(1) est 
transcendant. 
On a vu dans le Chapitre V (p. 105) que les séries 


æ 


* aAn0K(n) Pr xt, 


0 


(') J'insiste sur ce dernier point que ma démonstration ne précise pas. Celle-ci 
suppose, d’après les notations qui y sont adoptées, &,£ 0 pour une infinité de valeurs 
de n, ce qui permet de trouver une limite inférieure de | D(F,)|. Si le contraire a 
lieu, c’est-à-dire si &,— 0 à partir d’une certaine valeur N de n, 


SE ==t€ 


n nt == 


Epy1 = En—ee — 0, 


(24) 


(0) 1) 
na Gnet 649), E-fa of), (E — a y-SÉ = 0, 


pour » 2 N. Ceci est bien impossible quand deux des séries du deuxième membre de 
F(:) sont nulles identiquement, à moins que ce soient les deux dernières et MÉÉ=0: 
si non, on en déduit une infinité de relations entre les coeflicients €... et0). ct 
Mais on arrive à une impossibilité absolue et à l'énoncé du hébème ea He 
convenablement la croissance des #£,, #10), {D : ainsi, on pourra prendre CHIENS 
cc, ! décroissant assez rapidement Ar ñ croit; alors les racines de (2,) ndent 
toutes vers o quand » croit indéfiniment, et les équations (2,) n’ont . racine 
commune : F(£) est bien transcendant quand & est algébrique, réel ou imaginaire 
(vn excepte la valeur 6 = 0). 
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qui, pour des valeurs convenables des «,, peuvent, d’après le Cha- 
pitre IV (théorème II, et formules qui suivent, p. 69) prendre des 
valeurs rationnelles ou algébriques pour des valeurs rationnelles ou 
algébriques £ o de x, ne jouissaient certainement pas de cette der- 
nière propriété quand | ay44 | = bar}, + étant un nombre positif arbi- 
rare. Il en résulte que les séries qu remplissent ces dernières con- 
ditions n’ont pas de racines rationnelles ni de racines algébriques 
autres que zéro. Ceci est d'accord avec le théorème Î4. 

On peut aller plus loin dans cette voie et établir le théorème sui- 


vant : x 
Taéoneme 13. — Sort la fonction entière à coefficients ration- 
nels 
Ed 
F(z) D en 
0 
Cn=Sntnt À 0, |Sn|£Sn; 


où snest une fonction donnée de n, 5, et t, sont des entiers, 5, est 
positif ou négatif. Je suppose que F(z) admette (*) pour racine 
réelle un nombre de Liouville. 

La rapidité de croissance des dénominateurs Q; des réduites de 
ce nombre avec t est limitée en fonction de celle des | c;' | ou des 


.' avec n (?) lorsque cette dernière n'est pas trop lente. 


trS» 


En effet, 1l suffit de prouver que, 6, et t, étant donnés, un nombre I 
de Liouville d'ordre suffisamment grand (au sens du Chapitre I, n° 10, 
voir encore Note II à la fin du Volume) ne peut être racine de F(3). 

Je suppose que I soit la limite d’une suite (1,) de fractions (p.27); 
ces fractions sont des réduites de 1; soit 1; — P;Q7" une d’entre elles, 
jième réduite de I, et telle que, dès que z est assez grand, par hypo- 
thèse, 


+ 2 i 
= I; + O7 = [; + Ti: Qi 70e 


(:) On sait qu’il y a une variété indéfinie de pareilles fonctions, d'après le Cha- 
pitre IV. 

(2) Ge qui fait l'importance de ce théorème, c'est qu'il est applicable à toutes les 
fonctions F(z) telles que |s,|<5,, dès que les o,, £, sont donnés. L'ensemble (au 
sens de M. Cantor) de ces fonctions a la puissance du continu. 

Je suppose que, à partir d’une certaine valeur de 7, t, et | c;! | soient toujours 


croissants et croissent assez vite. 
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où | v;| est limité supérieurement et £u. Comme exemple de pareils 
nombres, je citerai les nombres de la Remarque IT du Chapitre IE, 
DA 10 UUNMEEE Soit 


I 


= UE éreo Fes ET 0 


0 


on 4,51 Caypestle premier (4 }des coefficients C1» Cny2s +++ QUI 
soit 0, c!, la valeur absolue de c,, 


ñ F = ! 
MIRE, 2 PE crenlene 


la décroissance des | €, | étant suffisamment rapide dès que 7 est assez 


grand, et 
2 
Sn — D: CV + Unni, 
û 
avec 


Un FACE (2) — nÀ FH (I; + On), O AGE, 


[Ux|£M, M étant limité supérieurement. Dès lors 


Tr 


0=Sn+ Peu, CLP Qi Un ET = Da (0. -- tn QE ni Un + Àn Ces Le 
0 


(s) 
Ze 
= 
PA 
D 


SI Pa = 0, Pr+j est < 0; à condition de poser au besoin n +] =, 
puis de remplacer x, par », je puis admettre que p, est 0, donc 
que |pa|=1. On doit avoir alors 


|n: Un + Na one = |Pn | | HS ee ADS FE EN 2 ë era 
et, a fortiort, 
(35) M um Q7h + 20n+ÿ le ( to de ln DS Vi 


en remplaçant |n;U, | et | À Ca+j lt} | par leurs limites supérieures. 


(:) Ce n’est qu’à la fin de la démonstration que je ferai, conformément à l'énoncé 
du théorème, la restriction 7 = 1 : la portée de la démonstration est plus étendue que 
le ferait penser l'énoncé. Je suppose ici I positif, ce qui est toujours permis, car il 
suffit de choisir en conséquence les signes des s 


n° 
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Ceci posé, les 4, et les Q; étant donnés, je prends, pour une valeur 
donnée de £ assez grande, la plus petite valeur y; de n telle que 


(As) QSLR ts 


quand n2v;. Il yen a toujours une dès que {y >> Ê*, pour n assez 
grand, quel que soit le nombre fixe 8. On a en même temps 


(55) Oro 


Pquandin y; En effet, si QY<r,...1,, à étant assez grand et les #, 
constamment croissants au moins à partir d’une certaine valeur n! 
dr Au Or A ettr; sont, si l’on veut, = Oédone 
= D LU a jortiors (= 1,02,../) Parmi les valeurs de 
Ar, je prends la plus petite v;+ [; telle que p, soit <o. La for- 
mule (34) est applicable à cette valeur de 2, et l’on n’a pas à la fois 


DD lé 0 Rte 
Lt. 1 Or 
c’est-à-dire 

\ HU PRET DEET 


(63) ; 
| | n Ont le lo 5 32 En Q; << En+j; 


ou encore-quand » = v;+ l;, d'après (44), & fortiori, lon n’a pas à 


la fois 
2M [PA lo …. ln JE CS OT 


| 4On+5 +7 to... tn) € ln+je 


La seconde inégalité a toujours lieu quand n est assez grand, les 5, 
étant donnés, si les nombres {,5;,' croissent assez vite avec n. Par 
conséquent la première inégalité ne doit pas avoir lieu, c’est-à-dire 


qu'il faut 
(73) O21E2ME C6 7)7. 


Une fois que les #, et les 5, sont fixés, si l’on se donne une limite 
supérieure fonction de # de la différence 7 entre les indices de deux 


coefficients s, consécutifs £ 0, par exemple si l’on spécifie que 7 7, 
one le etl7s) donne une limite supérieure de Q,,,. Par consé- 


quent la croissance des Q; avec ne peut ètre trop rapide, une fois 


M 10 
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que l’on s’est donné les 7,, les {, et une limite supérieure fonction 
de r du nombre des termes nuls de F(z) qui suivent le (7 +1)". 
Le théorème en résulte de suite si l’on fait y — 1 et si l’on suppose 
que les I;sont des réduites consécutives. Il est bien évident alors que, 
si les Q; croissent très rapidement avec #, il faudra que letras 


jouissent de la même propriété avec n. C.L0: FES D. 
Cette démonstration comporte d’autres conséquences intéressantes : 
je suppose qu’une racine réelle soit de la forme indiquée au 


théorème Î;, 
TA + Sn q-Yn 
Î 


(A positif ou négatif) : les £, et s, étant donnés, #, et 5, 
assez vite avec », 4, ne peut croître relativement trop vite : le nombre 
des zéros de 1 qui suivent le mire chiffre est limité supérieure- 
ment en fonction de m pour l’ensemble des fonctions F(3) cor- 
respondantes. 

De même, les quotients incomplets du développement en frac- 
tion continue des racines réelles de ces fonctions F(z) ont leur 
croissance limitée dans les mêmes conditions. 


‘ croissant 


Enfin, je signalerai que les équations 


œ —+æ 
F(2)= Ÿ ca30» = 0, F(z)= cn 20e= 0, 
0 —æ 


où les c, sont réels et donnés absolument quelconques (F et F, con- 
vergeant) jouissent dans le domaine de convergence de propriétés si- 
milaires, quand les entiers posiufs &,, — ©_, croissent suffisamment 
vite avec » par rapport aux |c;,'| (1). 


(') On trouvera à cet égard des indications suffisantes par exemple dans mon 
Mémoire du Journal de Mathématiques : Sur les racines des équations transcen- 
dantes, 1901, p. 422-435; comparer Comptes rendus, 1901, »° semestre, p. r02 et 
Acta Mathematica, 1905, p. 303. 

Il serait intéressant de chercher à traiter les matières de ce Chapitre VIII au point 
de vue plus précis de la Note II à la fin du Volume. 


CHAPITRE IX. 


TRANSCENDANCE DE e ET +. — IMPOSSIBILITÉ DE LA QUADRATURE 
DU CERCLE. 


Il n’est pas possible de faire une /ntroduction à la théorie des 
nombres transcendants sans parler des mémorables recherches 
d’Hermite et de M. Lindemann, lesquelles ont établi que les nombres e 
(Hermite) et 7 (Lindemann) sont transcendants. 

Diverses démonstrations assez simples de ces propriétés ont été pu- 
bliées, dues à Sueltjes età MM. D. Hilbert, A. Hurwitz, P. Gordan (!), 
Rouché (?), etc. Je vais indiquer ici celle du Cours lithographié de 
l'École Polytechnique de M. Jordan (*) pour e, celle de M. Hilbert 
pour 7. Je montrerai qu’on peut en conclure l’impossibilité de la 
quadrature du cercle. 


Transcendance de e. 
Taéorëme 1. — Le nombre e est transcendant. 


Soit P un polynome entier en z; on a, en intégrant par parties, 


mm m 
| ji Pe-x dx — f Pier ar (Per) 
0 0 
d nm m 
| f P'ex dx  f P'e-x dx =(—P'e-z)", 
0 0 


Si l’on continue jusqu’à ce qu’on trouve une dérivée P(# nulle, et 


(1) Comptes rendus, 10 février 1890, p. 267; Math. Ann., t. XLIII, 1893, p. 216, 
220 222. | 

(?) Géométrie, de MM. Rouché et Comberousse, t. [l, Paris, Gauthier-Villars. 

(5) Analogue d’ailleurs à celle de M. Hilbert pour e et x. Je ne puis ici que ren- 
voyer aux recherches de M. | Hensel sur la théorie des nombres transcendants: je 
a’en connais encore qu’un résumé (Jahresbericht der D. Math. Vereinigung, 
novembre-décembre 1905, p. 545 et suiv.) : les résultats annoncés paraissent impor- 
tants et pleins de promesses. 
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CI T 
si l’on pose 
(19) PESPÉP PE" HiE7) 
on a, en additionnant membre à membre, 
ai: 


m 
(19 bts) si Pe-x de =— [e-+F(x)| — F(o) —e-" F(m). 
0 


0 


ou 


3 1 
(29) em f Pe-z dr =—F(m)+enF(o). 
220 


Je suppose alors que e ne soit pas transcendant, c'est-à-dire soit 
racine d’une équation algébrique à coefficients entiers, 


Co+ Cie + Cae2+,..+ cet = Oo, NE AE 


je donne successivement à 7» dans la formule (2,4) les valeurs 0, 1, 
2, ..., ñn, et J'additionne les égalités obtenues en multipliant les deux 


membres respectivement par Co, C1, -.., Cr. Il vient 


n m n 
&: 
(39) > Ce’ fi Pet —=— ù C7 ENT 
0 
0 0 


Pour démontrer le théorème, il me suffira d'établir l'impossibilité de 
cette égalité pour une valeur particulière du polynome P:; je prendrai 


P(æ)=œP1(5—1)P(æ—2})2...(æ— n)r[(p —:x)!F1, 


où p est un nombre premier suffisamment grandet > n ; J'établirai que, 
pour une valeur convenable de p, le premier membre de (34) est 1 
en valeur absolue, tandis que le second membre est un entier Z 0. 

19, En xeffet; squand HS sSn ere eee pour 
Hilo. 1,2, 77 ounmadone 


| Pe-x | < n'p+p—1 [CP =} fps : 
m 
Cine" fs Pe-x dx < | er ler n'Pp+p—! {Cp == \! F(æ re 
210 3 
< jen enr —1)t}, 
n 
| = m 
| D Cyn et | Pe-x dr £ et où | es ) nti+1)p [CP — 1)! 
Et) 
Q 


ILA 


rer) eue 
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en posant 


CYR (Sie I) n+i. 


DO DR) —= 2 ntTU—S je on à 


CCD pr) = ROUE RE) BOX Ro). BOXE p— À 71)" 
| À ( pu \A 2—(p—À1), 


Cette dernière quantité est < (26)! dès que Pp est assez grand, et, 
par suite, le premier membre de (3,) a alors sa valeur absolue 1. 

2° Le développement de P suivant les puissances croissantes de æ 
est de la forme 


P=[(—i)P(nl)pæP1 2 vx + varie... ][(p—1)!}1, 


Vo V1, --. étant des nombres entiers. Pour + = 0, P et ses p — 2 pre- 
mières dérivées sont nulles; les suivantes ont les valeurs 


à ( Pir-U(o)=(—1)r(n!}r, PP (0) = Vp, 
(49 bis) de 


Pœ#1)(0o)= vip(p +1), 


A partir de P(?)/(0), leurs valeurs sont des entiers divisibles par p, 
jusqu’à Pl(2+0?1(0) qui est nul. Dès Jors, si l’on prend p premier 
RC Mr 0 02 V2) comme,p est", (nl)? est:premier 
à p, et Co F(o) est premier à p, d’après (19). 

Pour 71 0. P(æ) étant de la forme 


Pim+x—m)=[p(r— m}+p(r—m)1+..,.][(p—n1!}t, 


OÙ Po; Pas --. sont des entiers, les p —1 premières dérivées de P 
s’annulent pour x = m; les suivantes prennent les valeurs 65 p, 


LA 


pr p(p +1), -.., entiers divisibles par p. Par conséquent Ÿ ec F(m) 


il 
n 


sera un entier divisible par p, et D F(m) un entier non divisible 
0 


par p, par suite un entier 0; il en est de même du second membre 


de (3). CO UD: 


Transcendance de r. 


Taéorëeme IL. — Le nombre + est transcendant. 
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Je suppose que 7 soit un nombre algébrique, c'est-à-dire racine 

d’une équation algébrique à coefficients entiers : il en sera de même 

de ay —=ir—=my—1; soient «, æ, .., a, les racines de l’équation 


irréductible à coefficients entiers réels dont z, est racine. On a 


e% — et COST +iSINr =—I, 
(59) (1+et)(1+e%)...(1+ etn) =1+ ef + ef +... +el = 0. 
Les nombres 8,, 8, ..., 8, sont les racines d’une équation algé- 
brique à coefficients entiers, (x — $,)(x —$:)...(r —$,) —=0,qu 


peut ne pas être irréductible; si quelques-uns d’entre eux sont nuls, 
les uautres B,, 8, ..., 5, étant -<o, ces derniers sont racines d’une 


équation algébrique à coefficients entiers de degré 


HG Cao tn 


avec Cp 7< 0, et 


(69) 1+ ef + br +... + br = à + els +... + Br — 0, 


où a est un entier posttif > 0. 
Je multiplie les deux membres par 


# 2 f ZP=1[g(z)]Pezdz, 
0 70 


où p est un nombre premier suffisamment grand, et 


Je pose 


Deer f +eh fiston [7 


(79) 3, 


P; = ef 1 


CE 
ici [ est l'intégrale prise dans le plan complexe des z le long de It 
0 É 


. es » LR . S . , . 
droite joignant l’origine au point 8;; 1 est l'intégrale prise le long 


d’une parallèle à l’axe réel allant de 3; à +. Il est bien évident, 
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d’après un théorème fondamental de Cauchy sur la valeur d’une inté- 
grale de variable imaginaire le long d’un contour, que 


n Ba n œ æ œ 
À L = [ + [ TEE — 4 ; 


Ce 6 0 
Fa . 
où fe est la valeur de l'intégrale prise le long de l’axe réel, car le 
Cas) 
module de 


8, 


ce(s )|res 


le long d’un arc de cercle de rayon infiniment grand, où la partie 
réelle de 3 est positive, est plus petit que le module de 37? (Cours 
d'Analyse de l’École Polytechnique). 

D'après (6,), (59) donne alors 


(8) + PP, = 0. 


Pour établir qu'il est absurde de supposer 7 algébrique, il 
suffira, d’après (8,), de montrer que, pour un choix convenable 
de p, P,[(p—1)!["' a son module entier £o, et P,[(p—:1)!T" 
son module 1. 

1° Je m'occupe de P, et je considère 


À = f Le (rire dr (és réall)s 
0 6 


on 4 
= / —1 / +1 D te [Un 
a Er) x Pc TR cac Ti... cuch)? 
LU. == > 
= ci ci? xP 1 DoZP + pagPti+..., 
OÙ Po» 91, --. sont des entiers; 
2 C2 
Go [= f'aritetirede = Œef(p—nt+opt 
0 9 


où o est entier, d’après (1, bis) et un raisonnement identique à celui 
qui a conduit à (49 Dés). 

2 
Je considère [ NE en CCR 


e 
1} 


et f. l (ge B;)emile (a+ $;)j]re-z dr’. 
Bi ÿ 
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g(r'+B;)= g8(B;) +2 a (br) +... [avec g(B;) = 0]; 


Re 7 
dans cette formule, les coefficients des puissances de x! sont des 
polynomes en 8; de degré £u —1, à coefficients entiers tous mul- 


s , u. 
tiples dercie 


(æ'+B;)r1[g(æ + B;)]P= c0&'P+ 04 x'PHI+,,., 


où To, 71, ... sont des polynomes en B; à coefficients entiers tous 
à 2 : >; 
multiples derc}?; le"desré enlrhest <p(tEn), celui de B;< up. 
æ' étant réel, 
1 A DNA TA 


Si) 


d’après (1, bis) et une formule analogue à (4, bis); 
(109) eëi f. — pl G(B;), 
5j 


où G(B;) est un polynome en B;, de degré < up en 5; et de coeffi- 
cients entiers tous multiples de c#?. 


G(B1) + G(B2) +...+ G(Bu) ù 


est alors une fonction symétrique à coefficients entiers des racines 
dé f(r) 10 derdesré np qui contient en facteur cÿ”, et est de la 


0 ? 
forme 
H = H(co81) + H(cobs) +...+ H(coBu), 


H(y) étant un polynome en y à coefficients entiers : les c,8; sont 
les racines de l'équation algébrique en Z 


Co(Ze;! )+ CAC D RES mn 0 
ou 


ZR SE ci LEE ec ZE es en): 


Cette dernière ayant ses coefficients entiers, H est un nombre 
entier. 


IL en résulte, d’après (75), (99) et (104), que 


Pre acy, CP (p—1)! + pla, 
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où À est entier, Si l’on prend y premier plus grand que a, que |c,| 
ci Es | Col Paf(p —:1)!}" est un entier positif ou négalif 0. 
° Je considère maintenant P,. 
f long de la ligne d'intégration, de o à Gps p(z) etes g(z)ont 
leurs modules limités et plus petits, quel que soit B;, que Me m 
respectivement; donc 


nb) 


ri] 
/ | < mMPr-1 
0 


dz|=mMPr-1|8;| GRO en LE) 


Si 
k=(|Bieñi|+...+|fBuelul)m, 
|P,| < Mr: 


iP2l[(p —:1)!} est plus petit que Æ M?-1[(p —1)!]-', et peut être 
: I ; LEE ; 

pris < ss dès que p est assez grand; on le vérifiera au besoin en 

raisonnant comme à propos de (49). CO. Fr D: 


—2 


Remarque 1. — eP4*, rP4", plus généralement 674", où £ est 


transcendant, p. g entiers =£o, positifs ou négatifs, sont trans- 
cendants. 


Sinon, soit £P4 = x, algébrique : x% est algébrique; £P = :r{ serait 
algébrique, par suite aussi £. 
Remarque 11. — On a établi en fait, dans la démonstration de la 


#anscendance de 7, les résultats suivants, valables lorsque p est pre- 
mier et assez grand : 


[Cp = ET a | est un entier non multiple de p et £o quand 


DO", 
2° ep: [ HS Cr 1 est unentier multuple de pf; 


/0 d 
Pi, Fe 
P1 PR 


(= 


3" ef: net ebe | a son module <= (p —1)! 


La ne hypothèse que l’on ait utilisée est que _ 7 10) cout 
racines d’une même équation algébrique à coefficients entiers. La 


portée du raisonnement est done très générale, et il conduit au 


résultat suivant (!) : 


(!) M. Hilbert a d'ailleurs indiqué sans donner de détails qu'il était possible 
d'étendre sa démonstration (voir Math. Ann., t. XLIIF, p. 219). 
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Taéorëme I, (Lindemann), — Le nombre e ne peut vérifier 


une identité de la forme 
CooniC Ge en) + RE Ve ew)+...—=0, 


où les C; sont des entiers avec CG; <0, les exposants de chaque 
parenthèse étant les racines <o (\) d’une méme équation algé- 


brique à coefficients entiers. 


En effet, soient E,, E:, ... ces équations: J'admets que cette 
identité soit possible. 

Je prendrai ici pour (2) le produit des premiers membres de E,, 
E>, ... et je raisonnerai de la même manière. Je poserai 


P+P;,=ea, | 
A © C2] FLE a . ze 
\ Ô 
Ar | + fer ji ++ f + Ge [ +...+e "a 1e }- ; 
e y 4, «73, 8, 
1 Fée Ô 2, À 
V£ ES -S 2 
Pie Glier + él" ll Je (e en [ )+ 
0 10 eg 60 
co eo 
Je raisonne sur eY: [ , par exemple, comme je l’ai fait sur ef; / - 
e/ y. . B; 


1] 
J'aurai à considérer la fonction symétrique 


Gi(y1) +. ..+ Gi.) 
L2 
des racines y,, ..…., y,, de E, ; le terme de degré le plus élevé de 2(3) 
ayant pour coefficient cÿt!, multiple de la puissance (u +1)" du 
coefficient analogue dans E,, cette fonction symétrique est un 
nombre entier. 


Il en sera de même pour la foncuon symétrique 
Ga(01) +...+ Go dv.) 


2 
à laquelle conduira la considération des intégrales eÿ [ , et ainsi 
. ô; 
de suite. Il en résultera que [(p — 1)!" P' est un entier Z o, dès 


à à 
que G,<o et que Pp est un nombre premier assez grand. 


(") Cette restriction et la restriction C, 0 sont ici essentielles, car on a sup- 
posé, dans la démonstration de la transcendance de TC et GC, 0. 
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Quant à [(p —1)!]7"P!, le raisonnement est le même que pour P;. 
A0 . . Ï 
On voit ainsi que son module est < !. 
D 


Donc on n’a pas P, + P, — 0, lorsque p est convenablement choisi. 
COR D. 
M. Lindemann a d’ailleurs indiqué le résultat plus général suivant, 
que je me contente d’énoncer : 


Si l’on a une relation de la forme 


Co + Cieti+ Cet... + Cet = 0, 


lÉSRromOres it ee Cases ne peuvent étre tous 
algébriques; c'est-à dire ne peuvent être tous des polynomes à coef- 
ficients rationnels ordinaires formés avec des racines d'équations algé- 
briques à coefficients rationnels (t). Dès lors, x étant algébrique, 
e*,sinæ, cosæ, gx, pour x 0, log.nép.x, pour x -Z1, sont trans- 


cendants. 


Enfin, il n'y a pas que les équations algébriques à coefficients 
entiers dont e et 7 ne peuvent être racines : J'ai établi ailleurs (?) 
que nie, ni r ne peuvent être racines de certaines catégories de séries 


à coefficients rationnels : 


a 
e 
S Cn3t= 0 
2 


0 


quand | c, |"! croit suffisamment vite avec n. 
Plus généralement : 
RP Nr cLant des cnttets MOnchons donneés der, 


(1) On peut voir à ce sujet: LINDEMANN, Math. Ann., t. XX, 1882, p. 213; WEIER- 
sTRASS, Sitzunssber. der Berl. Akad., 1885, p. 1067; F. KLEIN, Leçons sur certaines 
questions de Géométrie élémentaire, p. go (rédaction Griess, Paris, Nony, 1896, 
100 pages). — Vorträge über ausgewäahlte Fragen der Elementargeometrie (rédigé 
par M. Tägert, Leipzig, Teubner, 1895, 66 pages), voir encore : Zntermédiaire des 
Math., 1905, p. 4g et 270 et 1906, p. 123; diverses Notes de M. G. Remoundos, dans les 
C.R., 1905. Une relation de cette forme est encore impossible quand C, 0, les C;, «a; 
étant des fractions rationnelles à coefficients entiers formées avec un nombre I de 
Liouville (l’ordre assez grand, et les a; étant tous distincts et  o (voër Note II à la fin du 
Volume). 

(2) Comptes rendus, 1901, 2° semestre, p. 1191, et Acta mathematica,t. XXIX, 1905, 
p. 295 et suiv., en particulier p. 296, 302. 312, 514, 321. Ou vérifiera facilement 
que mes démonstrations des deux résultats énoncés ci-après ne supposent pas 6 réel : 


comparer page 69 de cet ouvrage. 
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C2) 


telles que la série Die soit convergente quels que soient les 


0 
; ue ver | 
entiers positifs ou négatifs A0 Ts °° Œniees quand | do fe |dis-.., 
> . . 7 . . ; . - 
|an|, ... ont une limite supérieure finie À, si { est un nombre quel- 
conque non algébrique et si #5, #4, -.., fn, -.. Croissent suffisamment 


vite avec n, aucun nombre fonction algébrique à coefficients entiers 


de € n’est racine d’une des équations d'au tx" — 0 (une infinité 
0 
des coefficients «, est supposée Z 0). 


2° Tout étant posé comme ci-dessus, et Ÿ étant algébrique ou trans- 
cendant, soit 


\f —= by Pete D er Ne te 
(b, entie , 161 u);lés d/eroissant assez witetatee Por 
Y ne peut être algébrique; b. — Y ne peut être racine de 


L-] 

Ÿ anti vær 
mi 

0 


quand #, croit suffisamment vite avec 7. 


Impossibilité de la quadrature du cercle. — Il faut d’abord 
définir ce qu’on entend par cette expression; chercher à opérer la 
quadrature du cercle, c’est chercher, un cerele étant donné, à con- 
struire, par un nombre fini d'opérations, un carré ayant une aire équi- 
valente, en ne se servant que de la règle et du compas. Par consé- 
quent, on se donne & priori le rayon R du cercle, qu'on peut d’ailleurs 
prendre pour unité de longueur. 

Quelles sont alors les constructions que permettent de faire les 
deux instruments en question? Ils permettent de mener des circonfé- 
rences de centre déterminé, de transporter des longueurs d’une droite 
sur une autre en les portant à partir d’un point donné, de mener des 
droites parallèles à des droites données ou passant par des points donnés, 
par suite de mener des droites perpendiculaires à une droite donnée. 

La seule donnée qui, d’après ce qui précède, soit livrée au hasard 
dans la constructiontest la position des extrémités d'un rayon du 
cercle donné dans le plan, position qui est la donnée initiale (plus 
généralement, pour une construction quelconque, la position des 
extrémités d'une droite donnée prise pour unité de longueur). 


sinilinïnit. 


LL pur. 
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Voilà une première manière (manière À ou problème \) d'entendre 
une construction par la règle et le compas et sa possibilité. 

Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy, si l’on prend une 
longueur égale à l'unité sur l'axe Ox à partir de l’origine O, j'admet- 
trai d’abord que l’on ait, en se servant au besoin du compas, divisé 
la longueur unité en un certain nombre de parues égales, mené des 
circonférences de rayons ratonnels ayant pour centres de HR 


dont les deux coordonnées sont des fonctions rationnelles pq", où 


? 
P; 4 Sont entiers positifs ou négatifs, c’est-à dire des circonférences C, 


dont l'équation sera de la forme 


b )? — c?, 


Cr) ET (Gr 


où a, b, c sont des nombres rationnels positifs ou négatifs, et tracé 
des lroites D, passant par des points de coordonnées rationnelles, 
dont les équations sont de la forme 


ax +b'y+c=o, 


où l’on peut supposer b'at, ca! rationnels, c’est-à-dire a’, b', c' 
rationnels, si l’on prend 4’ rationnel. On peut construire en particu- 
lier les points P, dont les coordonnées sont de la forme pq". 

Les points déterminés par l'intersection de ces droites et cercles 
ont tous leurs coordonnées racines d'équations du premier où du 
second degré dont les coefficients sont rationnels. Ces points, que 
j'appellerai pornts P,, comprennent les points P,. 

J'opérerai sur les points P, comme je l'ai fait sur les points P, : je 
saurai construire des cercles C, et des droites D, dont les équations 
sont de la forme 

(æ—am}+ (y — bi} = ci, 


ad\z+b,y+c=0, 


où &, O4, C1, &,, b, €, sont fonctions rationnelles des coordonnées 
des P,, et j'en déduirai par intersection les points P, dont les coor- 
données sont racines d'équations du premier ou du deuxième degré à 
coefficients rationnels par rapport aux coordonnées de P,; et ainsi 
de suite. 

Une longueur ne pourra être construite par la règle et le compas 
en déterminant un certain nombre de cercles, droites, 


CLONE 
D,: P,,...,P,,je finis par tomber sur 


points Cu, -.., Rs DRE 
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ïà 


deux points (Zn, Yn); (x,,Y,) de l’ensemble P,, n étant fini, dont 


la distance 


Van = Th +(Yn— Ya} 


soit la longueur cherchée /. 

On voit par conséquent, par des éliminations successives, chaque 
coordonnée d’un point P, qui entre dans l'expression de / étant 
racine d’une équation du premier ou du deuxième degré à coefficients 
rationnels par rapport aux coordonnées des P,_,, que / est racine 
d’une équation algébrique à coefficients rationnels par rapport aux 
coordonnées des P,_,, puis d'une équation algébrique à coefficients 
-rationnels par rapport aux coordonnées des P,,», .... Finalement, 
l'est racine d’une équation algébrique à coefficients rationnels (1). 

Or le problème de la quadrature du cerele, s'il est possible, exige 
la construction du côté + du carré d’aire équivalente à celle du cercle 
de rayon 1; donc F=Vr devrait être racine d'une équation algé- 
brique E, par suite aussi Y?— 7, comme on le verrait en éliminant y 
entre E et l’équation ÿ?—T— 0. 

Par conséquent, d’après le théorème IL, : 


Taéorëme IV,. — Avec la première manière (manière À) d’en- 
tendre le problème de la quadrature du cercle, celle-ci est impos- 
sible. 


Mais, si l’on admet que l’on puisse en outre s’aider dans les con- 
structions de droites menées au hasard ou de cercles de centre et de 
rayons choisis au hasard, on aura une autre manière (manière B ou 
problème B) d'entendre la possibilité d’une construction par la règle 
et le compas : le problème se complique et aurait besoin d’être défini 
avec plus de précision. | 

En ellet, je prends deux droites OA, OB faisant un angle O, et je 
porte sur OA, à partir de O, une longueur égale à l'unité; du point À 


(1) On remarquera que les coordonnées des points P, sont rationnelles, que celles 
des P, ne contiennent que des racines carrées de quantités rationnelles, etc.; plus 
généralement, les coordonnées des P, ne renferment que des radicaux carrés. Les 
élhminations successives se faisant toutes entre équations du premier ou du deuxième 
degré, { sera racine d’une équation dont le degré est une puissance de » (comparer 
KLEIN, Leçons précitées, rédaction Griess, p. 12 et suiv., et mon Mémoire des Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1904, p. 332). 


4 


rar 
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AE : Æ . 
J'abaisse, ce qui peut se faire avec la règle et le compas, une perpen- 
diculaire sur OB: on a 


AB— sin (@}. 


se ; . = T , . 
Si, par hasard, l'angle O est tel que sinO — (ee Je n'aurai qu’à 


doubler AB, pour avoir /r et résolu le problème de la quadrature 
du cercle. 


(e) A 


Mais je n'ai a priori, semble-t-il, aucun moyen de reconnaitre un 
angle O convenable; eette remarque suggère le moyen de poser le 
problème. 

Lorsque je me permettrait de choisir au hasard un point défini par 
une ou deux de ses coordonnées (!), une direction de droite définie 
par son coefficient angulaire », un rayon R de circonférence, je con- 
viendrai que l’on ne fixe pas la valeur de ces quantités et que la con- 
struction doit rester la même dans sa marche si l’on fait varier, d’ail- 
leurs aussi peu qu'on veut, et d’une manière indépendante, ces 
quantités; si J'étabhs qu’en étudiant, dans la manière B, la possibi- 
lité d’une construction par la règle et le compas, celle-ci ne peut se 
faire qu'en attribuant à certaines des quantités prises au hasard des 
valeurs particulières, que l’on n’est pas sûr d’avoir choisies & priori, 
je dirai que la construction est en général impossible par la règle et 
le compas (2). 

Quelles sont alors les conditions pour qu'une construction soit en 
général impossible par la règle et le compas? 

Je raisonnerai de la même facon qu’à propos du problème À : Je 
partirai de points P° dont les coordonnées sont fonctions rationnelles 


TU 


(1) Une si le point est pris sur une ligne connue, deux sil n’y est pas. 
(2) Cela revient: à dire que ces quantités ne doivent jouer dans la construction 
qu’un rôle auxiliaire, le même quelle que soit leur valeur dans un domaine de varia- 


tion d’ailleurs aussi petit qu'on veul. 
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à coefficients rationnels d’un certain nombre d’arbitraires 41, 1, ..., 
u,, des cercles 


(æ— a} +(y—b} = c?, 
dont les centres sont des points P' et les rayons des fonctions ration- 
nelles à coefficients rationnels de u,,..., 1, des droites 
a'x+b'y+c=o 


L 


passant par deux points P;, où «, b, c' sont, si l’on veut, fonctions 


1? 
rationnelles à coefficients rationnels de u,, 1», ..., 1. Je pourrai 
toujours supposer que les arbitraires 4,4, du, ..., 1, soient les seules 


qui concourent à la construction considérée. 

Je prendrai alors les points P, déterminés par l’intersection de ces 
droites et cercles, et J’opérerai sur eux comme je l'ai fait sur les P°: 
et ainsi de suite : la marche est absolument la même que dans le pro- 
blème A, quand il n’y a pas d’arbitraires, et le problème A n'est qu'un 
cas particulier du problème B. ; 

Finalement, je vois que la longueur cherchée / sera racine d'une 
équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles à coefficients rationnels de 4, ..., 4,, équation de degré 2°. 
L'expression de / ne renferme que des radicaux carrés. 

Or, par hypothèse, cette valeur de / doit être indépendante des 
arbitraires &,,..., U,, qui n'ont joué qu'un rôle auxiliaire dans la 
construction, ou, si l’on veut, ne pas changer quand 1u,,...,u, va- 
rient, d’ailleurs aussi peu que l’on veut, indépendamment l’une de 
l’autre; par conséquent l'expression ei-dessus de / ne doit contenir 
NI Wu, Ni M, ..., Ni H,; c'est dire que l'équation sera absolument 
indépendante de u,,..., u. L'équation dont dépendra / sera une 
équation algébrique à coefficients rationnels ne renfermant pas d’arbi- 
traires, comme dans le cas du problème A. 

Dès lors, les conclusions seront les mêmes en ce qui concerne 7, 
et l’on peut dire : 


Fr : : ° ON / ON ; 

l'aéonme V,. — Avec la deuxième manière (mantère B) d’en- 
tendre le problème de la quadrature du cercle, celle-ci est, EN 
GÉNÉRAL, impossible. 


ie débits times 
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EXTENSION AUX SÉRIES A COEFFICIENTS RATIONNELS DES PROPRIÉTÉS 
DES POLYNOMES A COEFFICIENTS RATIONNELS. 


Considérations générales. — Avant d'aller plus loin, il sera bon 
© P 1 
de donner un apercu d'ensemble de diverses catécories de problèmes 
PErc D P 
que l’on pourra se poser à propos des nombres transcendants. 
L'étude des propriétés de certains de ces nombres sera, bien 
entendu, en relation avec la façon dont on définira ceux-ci. 


I. Si on les suppose donnés par leur expression dans un système 
de numération à base entière 7, par exemple par leur expression déci- 
male (g —10), on pourra chercher à quels caractères on reconnaitra 
un nombre transcendant, corrélativement un nombre rationnel ou 
algébrique. C’est ainsi, d’après le théorème de Liouville, que le 
nombre est certainement transcendant, quand la suite des chiffres à 
droite de la virgule présente à partür du n°" chiffre, pour une infi- 
nité de valeurs de », une suite de zéros consécutifs dont l’étendue 
croit suffisamment vite avec 7. 

Des problèmes tout à fait analogues se poseront quand on se donne 
le développement en fraction contunue ordinaire 114, +1!4>+..., 
Où Ai, A, ... sont enuers >> 0, des nombres considérés; c’est ainsi, 
d’après le même théorème de Liouville, que le nombre est certaine- 
ment transcendant quand, pour une infinité de valeurs de #, a, croît 
suffisamment vite avec n. 

De même encore pour les nombres transcendants difinis par une 
suite analogue à (1,). 

On pourra encore chercher à étudier l'effet des opérations fonda- 
mentales, addition, soustraction, multiplication, division, effectuées 
entre les nombres considérés, pour connaître des propriétés des 
résultats obtenus. De même pour d’autres opérations, comme l'extrac- 
tion de racines. On cherchera à définir, par exemple, des groupes de 


M. Se 
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nombres transcendants ayant une propriété commune qui appartient 
ou non en même temps au résultat de certaines de ces opérations. 
On pourra chercher à distinguer diverses catégories de nombres 
transcendants. 

Les Chapitres Il, I, VI, VII et la Note IT montrent des applica- 
ons de ces idées. 


IT. Mais on pourra aussi supposer, ce qui arrivera souvent, des 
nombres transcendants définis comme racines d’une ou de plusieurs 
séries convergentes à coefficients rationnels. 

Les nombres algébriques sont définis comme racines d’une équa- 
tion algébrique à coefficients entiers (ou rationnels, ce qui revient au 


même), 
(a) AT + AE AÎi+, . Ham— Oo. 


Ils sont dits entiers algébriques quand à, est entier; on peut évi- 
demment se borner dans l’étude des nombres algébriques à considérer 
les équations irréductubles, c'est-à-dire qui n’admettent aucun divi- 
seur de degré plus petit à coefficients rationnels. 

La première chose à faire semblerait ainsi être de chercher à 
étendre aux séries, à coefficients rationnels ou non, un certain nombre 
des propriétés des polynomes algébriques à coefficients rationnels 
(ou à les modifier convenablement) au point de vue de la multiplica- 
üuon et de la division. Dans cet ordre d'idées, les considérations du 
Chapitre IV deviennent très importantes, car elles donnent des 
exemples très variés de séries dont un même nombre transcendant 
est racine; elles montrent en même temps que, pour étudier tous les 
nombres transcendants à ce point de vue, il suffira de considérer une 
catégorie spéciale de séries, par exemple les fonctions quasi-algé- 
briques des formules (11,) (* assez grand) ou (12,). 

On pourra, bien entendu, considérer soit des séries ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes ou décroissantes de x, soit des fonc- 
Lions quasi-entières, soit des fractions continues, soit même d’autres 
algorithmes (!). . 
Un type d’études de ce genre serait la démonstration de la trans- 


(:) Vo: Chap. VIT, p. 140. 
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T Li ’ ’ ® 
cendance de : considéré comme racine de 


x? (—1)?x2n 
once ETS 
GS Cr) 


IIT. On pourra envisager des problèmes se rattachant simultané- 
ment aux deux catégories précitées : par exemple, on cherchera, 
pour les séries (11) et (12,), si la rapidité de croissance des | d;| a 
quelque rapport avec la nature d’une racine, qui peut être ration- 
nelle, algébrique, ou transcendante, ou encore avec les propriétés de 
la représentation d’une racine, soit dans un système de numération 
de base g, soit comme fraction continue. Comme application de ces 
idées, on peut citer le Chapitre VIIL. On obtient là un moyen de dis- 
unguer dans certains cas des catégories de nombres transcendants. 


IV. On pourra considérer des catégories de fonctions f(x), 
fix), ... d'une variable x, séries, fractions continues, etc., à coeffi- 
cients rationnels, et chercher diverses propriétés des nombres obtenus 
en donnant à æ des valeurs rationnelles, algébriques ou transcen- 
dantes d’une nature particulière, étudier l'effet de diverses opérations 
sur ces fonctions ou ces nombres, comme l'addition, la multiplica- 
tion, l’itération [ c’est-à-dire, par exemple, l'opération f[ f(x)] qui 
consiste à substituer f(x) à x dans f,(æ)]. Comme type d’études (!) 
de ce genre, ayant des points communs avec celles indiquées au para- 
graphe I, on peut citer les considérations du Chapitre V, et, si l’on 
veut, la démonstration de la transcendance de 


ou d’une des séries qui représentent le nombre x. 


V. Enfin on pourrait classer provisoirement dans une dernière 
catégorie les résultats relatifs à des nombres transcendants particu- 
liers, obtenus par des méthodes spéciales; en fait les démonstrations 
de la transcendance de e et + par les procédés d'Hermite et de 
MM. Lindemann, Hilbert, etc. rentreraient plutôt dans cette caté- 
gorie. Il en a été question au Chapitre IX. 


(2) A ce sujet, voir mon Mémoire du Journal de Mathématiques, 1904. 
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Comme on le voit, il ne me reste qu’à montrer comment on peut 
aborder l’étude des problèmes indiqués au paragraphe II : c’est ce 


dont je vais m'occuper dans ce qui suiti(!) (Chap. X, XI, XII). 


Propriétés arithmétiques des séries à coefficients rationnels. 


Soit la série convergente 
(t40) f(t)= a ++. +anri+..., 


à coefficients rationnels, ordonnée suivant les puissances croissantes 
de x. 

1° La multiplication par un polynome ou une série analogue à 
coefficients rationnels donne une série analogue. 

En effet, soit par exemple 


Jaitz)= db +2 bises. 
fi = dodo + (ay bi + bida)r EE. 


les coefficients de ff, sont rationnels, et cette série converge. 

L'addition et la soustraction de f'et f, conduisent au même résultat; 
la division également : on sait que cette division pourra toujours 
s'effectuer; on posera 


BUT) = CE CITE Care. 


CRE AD 100 Gi, ai = byci + bic, ES 


cequi donne, de proche en/prôche, 056,0 rabais 
Si f'et f, convergent pour |x|< R, ce que je suppose, et si 5 est le 
module minimum des zéros de f,, soit r la plus petite des quantités R 
et p : la fonction ff." reste finie pour |x | < 7, et peut se représenter 
par une série convergente pour |æ|<<r, ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de +. Cette dernière coïncide alors avec la série o 
el a ses coefficients rationnels. 


(1) Bien entendu, je laisse de côté ici des problèmes non résolus qui paraissent 
provisoirement peu abordables; exemples : transcendance de e*, de ef, de +5, et géné- 
ralisations (Voir /ntermediaire des Mathématiciens, 1900, p. 357, question 1960; 
1904, p. 9, question 2718; 1909, p. 4, question 2884); ou encore extensions des théo- 
ries de Galois sur les équations algébriques aux séries à coefficients rationnels. : 
Toutefois, à ce sujel, voir HENSEL, Jahresbericht der D. Math. Vereiniguns, nov. 
déc., 1905, p. 545 et suivantes. | nr ; 
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Finalement : 


Les quatre opérations fondamentales, addition, soustraction, 
multiplication, division, effectuées sur les séries de Maclaurin à 
coefficients rationnels, donnent des séries à coeflicients rationnels. 


On voit de même, quand les coefficients des séries données sont 
algébriques, que ces quatre opérations donnent des séries à coefficients 
algébriques; quand ce sont des nombres rationnels ou des nombres 
correspondants de Liouville (Chap. IT), ces quatre opérations donnent 
des séries dont les coefficients sont des nombres rationnels ou des 
nombres correspondants de Liouville (nombres de l’ensemble H,, 
Chap LL h33). 

On est conduit à une conclusion analogue quand les coefficients 
des séries appartiennent respectivement aux ensembles CG, G;, C2 
considérés ci-après (p. 168-170). , 

2° Soit F(xr) un polynome à coefficients rationnels ou algébriques : 
si 4 est un nombre rationnel ou algébrique, F(x + a) est un poly- 
nome entier en æ à coefficients rationnels ou algébriques. 

Je considère, au contraire, f(æ +a)(a£o): 


f(x EPa)= fa) zf(a)+".—# SU (a) +... 


en admettant que le rayon de convergence de f(z) soit supérieur à |a|, 
|æ| et |a|+]|x|, ce qui sera le cas, quels que soient a et x, pour 
les fonctions entières. 


Soit, en particulier, 


Ge æ? æn 
= a —— 2 — « 
ere Re Es EEE US ; 


on a vu (Chap. IX) que e‘ est transcendant quand à est rationnel, et 
les coefficients de f(x + a) sont ici tous transcendants pour toute 


valeur rationnelle de &. 
De même je prends la fonction quasi-algébrique 


(210) FC) = Pogo' EpP1g1 ZE... E PmImL"ÆE..., 


(Pm; qm entiers donnés), où p,g est une fonction de nr dont la 
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décroissance est suffisamment rapide : Je préciserai cette condition 
tout à l'heure. On a 


(31) fa+a)= fta)+af(a)+...+ Tf(a)+.…, 


! 
(n+1)! 2e ire —1 qmi—n + 
Sa) =En! prqn E —— Pr41 nt a E...Æ {nn 27% a Es 5% 


= 
= Un,n E Un,nt1 EE Un,mEee 


J'assujettis maintenant p,q,, à la condition 
Pad =|mim(mtqus,.JrAt)ble 
On a, si a—pq"!(p, q entiers), à partir d'une certaine valeur 
dent. 


m | 
(m—n) 
< mim—r)...(m—nr+i)[mim"(mmgigi.. qu)" 1] (pq ter 


Due Dre (Gare Je 


Un m— 


S ag qe. m1) TV 
Je pourrai écrire 
CA) PO EE nes 
our DrmsSontentersel 
m—1 — DEN qA Qi 1 One Qrre te 
Alors 


m— 
Un ,m = ENG SEX Un, m+1= ste DAbE O7 ..) 


l I à 
Un in = nm alle (er QE 1 : GR 5? AT ù SORA TTER 


[0e (a) = pres QE | = CO }tu1), 


Ceci posé, si ft (a) est nul ou rationnel, d’après l'inégalité précé- 


dente, à partir d’une certaine valeur de », 
JE) = Phi Qi; 


ce qui est impossible, quand /(x) est une série. L’inégalité précé- 
dente montre d’ailleurs que f(#(a) n’est pas algébrique (théorème 
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de Liouville, Chap. 11}. Il en résulte que f#)(a) est un nombre 
transcendant de Liouville. 


Les coeficients de la série (310) sont tous transcendants de 
Liouville. 


On arrive d’ailleurs à une conclusion semblable quand on prend 
pour f(x) dans (3,,) la fonction considérée au théorème [, (corol- 
laire I; ). 


Voici donc une propriété importante des polynomes à coefficients 
rationnels qui ne s'étend pas à certaines séries à coefficients ra- 
üonnels. 

Il ne faudrait pourtant pas croire que la même chose aura lieu pour 
toute série à coefficients rationnels : j'indiquerai tout à l'heure un 
exemple du cas contraire. 

Cependant il semble vraisemblable qu'une propriété analogue à 
celle que possède F(x + a), où à est rationnel, quand F(x) est un 
polynome à coefficients rationnels, peut être énoncée pour certaines 
catégories de séries à coefficients rationnels. 

Ainsi, quand f(x) = e*, ete, développé-suivant les puissances 
croissantes de x, a ses coefficients de la forme et(n!)7t. 

Ceci suggère alors les remarques suivantes : je considère 


Yr= ext) où e(æ) = er, ex(T) = ef, ..) 


on a 
Ve MRrek-i(r) ere (r).e er), 


7 


Ve Vrekitr). ex) + yrleritæ). .e(æ)], 


On voit que les dérivées successives de y, sont des polynomes 
entiers en ÿ4, #1. V1. Donc, d'abord, le développement de e4(x) 
par la série de Maclaurin a pour coefficients des polynomes à coeffi- 
cients rationnels formés avec e, —e, e,—= et, ..., ex, = ex(0). En- 
suite, ex(x + a), développé suivant les puissances croissantes de x, 
par la formule de Taylor, a pour coefficients des polynomes à coeffi- 
cients rationnels formés avec e,(a), e:(a), ..., ex(a). 

Mais, si @ est lui-même de la forme e,, (4), où », réel ou non, est 
rationnel (ou encore algébrique, ou encore, soit rationnel, soit trans- 


cendant de Liouville), e,(a) est de la forme Em,+1(4). Je range dans 
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une même catégorie C, dite provisoirement première catégorie 
exponentielle, tous les nombres de la forme e, (4) (m1, 2, .. ne 
On voit que, si le nombre & appartient à cette catégorie, tous les 
coefficients du développement de ex(x +a) suivant les puissances 
croissantes de + seront des polynomes à coefficients rationnels formés 
avéc les nombres e» (x) (1). 

On peut aussi ranger dans une même catégorie C, non seulement 
les nombres N = e, (2), mais encore tous les polynomes P à coeffi- 
cients rationnels formés avec ces nombres, puis les nombres N, 
obtenus en substituant aux 4 des polynomes P, puis les polynomes P, 
à coefficients rationnels formés avec ces nombres N,, et ainsi de suite 
indéfiniment. Avec cette nouvelle convention, si & est un nombre 
de C,, e;(a) en est un, comme aussi tout polynome formé avec 
les e/(a), et l’on obtient ce résultat : 


Dans le développement de ex;(x + a)(k—1,2,...) suivant les 
/ JF » 2; 

puissances croissantes de x, lorsque a est un nombre de C;, tous 

les coefficients sont des nombres de C,. 


Il en sera de même pour le développement de tout polynome à coeffi- 
cients rationnels formé avec des quantités e4(x + a), ex (x + a), . 


Je prends encore le cas où f(x) est une des fonctions considérées 
à la note (1) (p.119) du théorèmells f(a) 4 f (a), PeRa tee 
lorsque a est un nombre rationnel ou un nombre transcendant de 
Liouville d'une certaine espèce, sont des nombres rationnels ou des 
nombres de Liouville de même espèce, d’après le théorème IL, et la 
note (1) (p. 115). Par conséquent : 


Lorsque f(x) est une des séries à coefficients rationnels consi- 
dérée à la note (1) (p. 115) du théorème I;, le développement 


fiæc+a)=f{a)+zf'(a)+.:+ SU (a) +... 


(!) On pourrait se demander si les nombres de C (ou de C,) ne contiennent pas 
tous les nombres possibles. Mais, en fütil ainsi, ce qui précède n’en restreint pas 
moins beaucoup l'espèce arithmétique possible des coefficients du développement ; 
en effet, ces coefficients sont des polynomes à coefficients rationnels formés avec 
lése” (a) loum km. 

On pourrait faire une remarque analogue lorsque a est un nombre de C, et qu'on 
limite » et le nombre des opérations N, P, N,, P,, ..… 
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où & est rationnel ou transcendant de Liouville de même espèce 
que f(1), a pour coefficients des nombres rationnels ou transcen- 
dants de Liouville de méme espèce que f(x). 


Plus généralement, soient f(x), ..., f(x), .….. les séries à coeffi- 
cients rationnels considérées au théorème II,, en laissant de côté, 
comme dans la note (1) de la page 115, les conditions 1,4, > ls, Ë; po- 
sitif, pg=' positif; je joins à ces fonctions toutes leurs dérivées; soit 


|æ, P(æ)l 
une substitution du groupe dérivé des substitutions 
Q _— (2) 
Shan li 5 (x)| Go en) 


Soit encore C, l’ensemble des nombres D(pq-'}), où pq! est 
rationnel quelconque, £ o ou non, y; l’ensemble des fonctions D(x). 


D'abord 


It 
Pr) = P(0) + zx P'(0)+...+ Bd (0) 2. 
n| 


Soit | x, ®,(+)| une substitution dérivée de w substitutions S;, : 
Po=f} [Pwi(r)l, 
où Pr (x) est dérivée de 5 — 1 substitutions. Alors 


Po = fj"[bai(r)] Poi(z), 


Il en résulte que les dérivées de ®, sont des polynomes entiers à 
coelficients rationnels formés avec des fonctions Pr, P_,,.... Un 
pareil polynome, pour toute valeur rationnelle p7°* de +, nulle ou 
non, est un polynome à coefficients rationnels formé avec les 
nombres ®,(pq '). Par conséquent, ce sera le cas pour ®(0), 
Do). Do), 2e. 

D'autre part, je considère 


nn 


P(r+a)=bP(a)+zæxd(a)+...+ 5 Pa) +... ; 
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( 2 F . 
quand « est un des nombres ®,(pq"), D (a) sera encore un poly 
nome à coefficients entiers formés avec les nombres ®,( pq"). Donc: 


L'ensemble y, des fonctions D(:r) définies ci-dessus jouit de 
cette propriété que, dans le déveloprement de D(x + a) suivant 
les puissances croissantes de x, tous les coefficients sont des poly- 
nomes à coefficients rationnels formés avec les nombres de Conti 


On pourrait encore, comme dans le cas de ex(x), chercher à 
former des ensembles plus généraux que C, et y, en partant, pour 
former y,, non seulement des fonctions f(x), .…., fj(x), … et de leurs 
dérivées, mais encore de tous les polynomes à coefficients rationnels 
formés avec ces fonctions et de leurs dérivées : je ne m'y attarde pas. 

Finalement, il résulte de là, comme pour le premier paragraphe, 
que certaines catégories de séries ont des propriétés analogues à celle 
que j'ai rappelée pour tout polynome F(x) à coefficients rationnels, 
à condition de supposer que les coefficients appartiennent à certains 
ensembles formés des nombres rationnels et de certains autres nombres. 

3° Soit encore F(x) un polynome à coefficients rationnels ou algé- 
briques : pour toute valeur rationnelle ou algébrique de x, F(x) est 
rationnel ou algébrique. 

On peut trouver pour les séries f(æ) des exemples du contraire. 
On peut même penser qu’en général f(pq='), où pq=! est rationnel 
(ou algébrique), sera transcendant, f(o) étant bien entendu rationnel 
(ou algébrique). Cela résulte amplement du Chapitre IT et aussi du 
Chapitre V (théorèmes I; et 11;) sur les fonctions génératrices de 
nombres transcendants. Un des exemples les plus simples est 

x? 


"D 
ET=IH— + — +... 
il Re 


(Chap. LR 


Mais, ici encore, comme dans les deux premiers paragraphes, 
Le, 
une propriété analogue aura lieu pour certaines catégories de 


(!) Ici encore, la véritable portée de cet énoncé résulte de ce que, pour une valeur 

À ; ! ) : 
donnée de D,(æx), D,.(a), La), ..., PA(a), ... sont des polynomes où le 
nombre des fonctions De qui interviennent est limité en fonction de À et &, comme 


aussi l'indice 9 de ces functions. Tous ces nombres et ces polynomes appartiennent à 
un ensemble H, considéré au Chapitre IL (p. 36). 
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séries dont les coefficients apvartiennent à des ensembles ou caté- 
gories de nombres convenablement choisis. Il en est ainsi pour les 
fonctions ex(x), quand x appartient à Cou CG, pour les fonctions 
f(x) de Y: quand x appartient à Ca (p- 168 à 190). 


C'est le lieu de signaler des séries qui jouissent identiquement, en 
tout ou en parte, des propriétés des polynomes rappelées dans les 
trois paragraphes de ce Chapitre. 

Voici un premier exemple : je considère le polynome 


Zn(x)= |] Ge), 


formé du produit de tous les binomes obtenus en donnant à w et L 
toutes les valeurs des entiers positifs ou négatifs £ o dont la valeur 
absolue est £m. Zh(zx)a pour racines tous les nombres rationnels 
wy-!'£<o dont le numérateur et le dénominateur sont, en valeur 
absolue, £m; Z,(æx) contient 4 me? facteurs du premier degré, est de 
degré 4m?, et a ses coefficients entiers tous plus petits, en valeur 
absolue, que m7”. La fonction 


(410) HD ECC ED rnon LAUr), 
4 
où l’on a r» rationnel limité quelconque > 0 pour une infinité de 
valeurs de »m, Æ constant et entier >> 0, ‘À constant et rationnel, 
À entier Z1, 
©m=bo(Mmhm) (1), 


(*) Notation expliquée à la page 69, Chapitre IV : b,(37) = br, où b est entier 2 2. 


J'ajouterai, pour les lecteurs au courant de la théorie des fonctions entières d'ordre 
zéro, que W(x) est en général d'indice 22 (E. MaicLer, Journ. Ecole Polyt., 1905, 
p. 31). On peut dès lors se poser ce problème, dont je n'ai pas la solution: 

Trouver toutes les fonctions entières de x à coefficients ralionnels (ou alge- 
briques) qui ne prennent que des valeurs rationnelles (ou algebriques) pour les 
valeurs rationnelles (ou algébriques) de x. 

A ce sujet on pourra peut-être utiliser le Mémoire de M. BoreL sur les séries diver- 

AE "xr <= à O9 
gentes, Ann. de l'Ecole Normale, 3° série, &. AVI, mars 1899, p. 83. 

w,(æ) est bien rationnel pour æ rationnel réel, car, si æ =Æ+pg"!, où p, qg sont 
des entiers premiers entre eux, Z,(æ) est nul dès que mn est au moins égal à la plus 
grande des valeurs p et g, et  o quand » est plus petit. 
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hm>1, man entier, M” fonction de m, n’a que des valeurs ration- 
nelles réelles pour toute valeur rationnelle réelle de x; je suppose 
que W,(x) converge quel que soit x, c’est-à-dire soit une fonction 
entière [en fait, la propriété reste exacte quand 7, ete, sont ration- 
nels quelconques, même si W,(.r) diverge |. 

Si les logarithmes sont pris dans le système de base betsiz, —|x|, 


| LD) |< [m(æi Le 1)]#2 == brmlostn(x;+1)1 
log[ +, | Zn(æ)1]2Xxbm— {m?log[m(x;+1)]2m, 


WAP EET SE 


pour toute valeur de +, dès que m est assez grand; la série W,(x) est 
alors convergente, puisque bZ2; c’est une fonction entière. Par 


conséquent : 


Il existe des fonctions entières de x, séries de polynomes à 
coefficients rationnels, qui ne prennent, comme les polynomes, 
que des valeurs rationnelles pour les valeurs rationnelles réelles 
der. 


La fonction W,(x) jouit ainsi d’une propriété importante des 
polynomes : elle est rationnelle pour x rationnel réel; mais on ne 
sait si W,(x + a), où a est rationnel, a les coefficients de son déve- 
loppement suivant les puissances croissantes de x rationnels. 

On peut former des fonctions W,(x) jouissant de la propriété que 
l’on vient de trouver pour W,(x) et telles que W,(x + a) ait, pour 
toute valeur rationnelle de a, les coefficients de son développement 
suivant les puissances croissantes de x rationnels. Je prendrai 


(510) Vi(z)=A Lot Ÿ Cr PAT CL (RSS 


1 


(1) On pourrait prendre aussi +} au dénominateur au lieu de à. On voit de 
suite qu'il ÿ a, comme pour W, et W, (voir plns loin), une catégorie de fonctions 
analogues ayant les mêmes propriétés; ainsi on peut multiplier Z,,(æ) par un poly- 
nome «le degré limité; on peut ajouter à l’exposant m» de Z,, un nombre entier posiLif 
ou négatif limité en valeur absolue, prendre mème, au lieu de l’exposant m, l’'expo- 


Ti 


sant 27, 3m, elCc., ajouter au dénominateur g» une fonction positive de m, qui 


soit un nombre entier, et dont le rapport à o»à tend vers zéro quand m croit indé- 
finiment, etc. 
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Tm À, À, À, om étant déterminés comme précédemment. W, (æ) étant 
une fonction entière, il en est de même, @ fortiori de WL(z);car!la 
racine de »#°%° de son (m<+1)*%* terme a un module qui tend vers 
zéro quand 7» croit indéfiniment. Mais, si je forme la dérivée pie 
de W,(x), on voit que, pour »m2Zp+1, la dérivée pième de chaque 
terme DA GETRA [Zm(x)|” contient encore en facteur 7}, (m)Parcon. 
séquent, pour toute valeur rationnelle & de x, tous les termes, sauf 
un nombre fini d’entre eux, s’annulent, et la valeur de W/(a) est 
rationnelle. 
On peut aller plus loin encore : 


Je vais former des fonctions W,(x) prenant pour toute valeur 
rationnelle ou algébrique, réelle ou imaginaire de x, une valeur 
rationnelle ou algébrique, et telles que le développement en série 
de W,(x + a,;) suivant les puissances croissantes de x ait ses coef- 
Jfictents rationnels ou algébriques quand a, est rationnel ou algé- 


brique. 


Pour cela, je considère d’abord une suite de polynomes Y,(x) 
dont le mi" est formé du produit de tous les polynomes de degré £m, 
et dont les coefficients sont, en valeur absolue, au plus égaux à m : 


Nr) — | | (tom + ami... + am). 


Le nombre de ces polynomes de degré m est plus petit que 
(2m + 1)#+1, chaque coefficient pouvant prendre une des valeurs 0, 
H1,..., + m, ces coefficients n'étant pas tous nuls à la fois; pour 


Nm 
une valeur de æ dont le module est z,, chacun des facteurs de Il a 


son module au plus égal à 
mr mm i+,..+i)SEm(m+i)y", 
où y est la plus grande des deux quantités 1 et x. Donc 
| V2) [es [ m(m + DE 2 LUC RE Mas (ay rame < (2Y jme, 


Ceci posé, je considérerai la fonction 


(Go) W(x) = EDS rad LVrte)le, 
sl 
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rm, k, À, À, Am étant déterminés comme pour (410), et mn étant égal 
à b,(mhm). On a, les logarithmes étant pris dans le système de 
base b, 


À, 2 bs(m), log (À, | V} (x) FA) = ba(m) FT (2m + 1)7+8 log(2y) > M, 
dès que m est supérieur à une certaine limite, et 
| NL) [2 ea << b-m (2) 


si rm<r (r fini), on voit qu’à partir d’une certaine valeur de m, 
W;(æz) a les modules de ses termes plus petits que ceux de la 


progression géométrique D: b-" qui converge, puisque bZa; 
m 
donc W,(x) converge, quel que soit x; c’est une fonction entière (?). 
Quand 7 a ‘une valeur rationnelle, avec 0 — 1900 
(p, qg premiers entre eux), Y,(x) est nul dès que 77 est au moins 
égal au plus grand w des deux nombres p et g, et ne l’est pas si 2 est 
plus petit; par conséquent, W;(x) est rationnel pour toute valeur 
rationnelle réelle (*) de z. 
Plus généralement, quand x a une valeur rationnelle ou algébrique a! 


GiOnsa 
(2m—+i)" log (2 y) (2m +r)rt4, 
et il suffit 


b(m)>(2m+i)"# > (2m +)" m, 
ou 
db" (m+5)log(2m +1), 


ce qui a lieu quand m2 est supérieur à une certaine limite. 
(2) Elle est en général d'indice au moins égal à 3. 


Dit 


3 . . S 14 re Et Es Ÿ 
(3) Si æ est imaginaire et rationnel, c’est à-dire de la forme 2 > OÙ DD 


sont entiers, & = Ÿ— 1, æ est racine de l'équation algébrique 


ES PHpit = pi . x 
: g (= ne nee teen 


à coefficients rationnels, et annule tous les polynomes Y,,(æ) quand m est au moins 


égal au plus grand des nombres p?+ p?, g', 2pq. W,(æx) est encore rationnel, mais 
réel ou imaginaire. ; 
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réelle où non, racine d’une équation g (x) — 0 algébrique irréduc- 
ublé à coefficients entiers, soit encore & la plus grande valeur absolue 
d’un coefficient de cette équation : Y, (x) est divisible par g(æ) dès 
que mZ25w, et ne l’est pas si » est plus petit : g(a!) étant nul, par 
définition de &!, W,(a') est la somme d’un nombre limité de termes, 
qui sont algébriques, et est algébrique. 

Par conséquent, W,(æ) est algébrique pour toute valeur algébrique 
de x. 

De plus, si l’on forme la dérivée piè"e de Y,(x), pour m2p +1, 
la dérivée de chaque terme contient encore en facteur Yx(x); pour 
toute valeur &” rationnelle ou algébrique, réelle ou imaginaire de x, 
W?/(a') est rationnel ou algébrique, et est réel quand a” est réel, 
pourvu que À et r,, soient réels. 

Le résultat annoncé est ainsi complètement établi. 

CIO FE 10. 

On peut toutefois se demander, et la question n’est pas toujours 
inutile, comme on va le voir, si les séries W,(x), V,(x), W,(x) sont 
bien, quand on les ordonne suivant les puissances croissantes de x, 
des séries à coefficients rationnels. La réponse est immédiate 
pour W,(x), d’après la manière dont on l’a formé : W?/(a) est 
rationnel, même pour &a—0o, car Y,(x) est nul pour æ —0, et, 
d’après la formule de Maclaurin, 


f T r/ TP f(p) 
Ya(z) = Wa(o) + = W3(0)+...+ TU PO) EE 


a ses coefficients rationnels. 

Si, dans W,(x), on remplace z* par z”T#, ou encore LAtx) 
par 2 0e),la série W,(æ) obtenue, ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x, a encore ses coefficients rationnels. 

Je me contenterai maintenant de considérer W,(æ) : j'y prends le 
coefficient cy,4x de æ'T#, où ni — 4n?; Z,(æ) fournira dans ce coeffi- 


cient le terme 
3 


Æ(1.2...n)#onTn 
ñn étant d’ailleurs supposé pair; Laye pa 0, fournira un 
terme 


= 
LE AntiTnttPntb 
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aveë (!) 
| LE nt SUPER, 


ARTICLE 0) donc 


Tr PE Tree 
Enxk= E(nl}ror ra... ÆE GniQnfiTn#iEceee 


Je prends 
(610 Dis) Om — bafmhm) = bs(mlm), 


où / ne décroit pas quand 7» est >> w ou croit, étant assez grand, 
et où ml, est entier. Je dis qu'alors, si m2, 


AM 


y LE 
(710) Tin+1 dm+1 Pm+1=?m 5 


quand 7 est assez grand. 
En effet, il suffit, si r,<r, r étant fini, en prenant les logarithmes 
(base b) des deux membres de (540); 


(8) Ambi(mlm)+logr + 5(m—+i) log(m+1)<Xb2[(m+i)l»], 
ou encore, € étant fixe, positif el arbitraire, mais > 0, 
b(mlm)|+E£ bo[(m+i)l»], 
dès que m est assez grand, puisque 
A[b(mln)litez2kmb;(mlm)2Ambi(mlm)+logr + 5(m +1} log(m+i1), 


dès que m est assez grand. Prenant encore les logarithmes des deux 


membres, 1l suffit 
(1 LE £) briln< burn. 


1+e<blm, 


Par hypothèse, /, est limité inférieurement quel que soit », en 


(1) Z,,4, a ses coefficients tous £ (7 + 2){4#? et au plus 1+4(n + /})? termes; 
dans Z,,, le coeflicient de æ'+E est au plus égal en valeur absolue à la somme des 
valeurs absolues des coefficients, c’est-à-dire que [a,,,| < (7 + L)#*, dès que n 
est assez grand. 

D'autre part, les coefficients de Z,,,, pour les termes de degré pair, sont £o. Le 
polynome Z,, a, en effet, ses racines réelles et deux à deux égales et de signes cou- 
traires; donc, tous les termes sont de degré pair. 

De plus, d'après le théorème des lacunes (NIEWENGLOwSkI, Algèbre de Math. 
spec., t. LI, 2° édit. 1891, p. 384), aucun des coefficients des termes de degré pair 
n’est nul. 
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A ù à : c 
sorte qu on peut prendre » assez grand (me est 2 n) pour que se satis- 
fasse à cette condition pour toute valeur de mn. On a ainsi, quand n 
est assez grand, 


—= & 2 — À = — 
Crete (n!)# De == 0 neue PVC Am = D À») 


où P; est entier, puisque 4, divise oÀ 


TI TM+1) et 


REV — À(m+ 1) 
PE Een br Sc © 9 


d’après (510). Chaque terme du second membre étant plus petit que 
le quart du précédent, puisque Om É Om> À, 


|Am É Da (: 45 
Œ 
| Critk— Pr En | £ (Dr Le 


Ceci posé, si €,,44 est nul ou rationnel, d’après l'inégalité précé- 
dente, à partir d’une certaine valeur de m, Cy 3x peer ce qui est 
impossible, puisqu'il y a une infinité de coefficients a, < 0. L’appli- 
cation du théorème de Liouville (Chap. Il) montre immédiatement 
que Cr,,4n est pas algébrique; donc €,,% est un nombre transcendant 


de Liouville. Ainsi : 


Les séries de polynomes W,(x) satisfaisant à (6,4 bis) ont, 
dans leur développement suivant les puissances croissantes de x, 
une infinité de coefficients transcendants de Liouville, au moins 
à partir d’un certain terme, et, néanmoins, elles prennent une 
valeur rationnelle pour toute valeur rationnelle réelle de x (1). 


(!) Il existe des exemples simples de séries au moins en partie analogues; ainsi 


T'xi T° T° 


SIDT PTT 31 ET 
qui a tous ses coefficients transcendants, et qui prend pour æ rationnel réel =+ pq"! 
la valeur Æsinpg 17. On sait, d’après l'expression de singz en fonction de sinz 
et cosz, que sinz est racine d’une équation algébrique à coefficients rationnels si 
sing est rationnel; en particulier, pour z — Does, Sin T— 0Néb = Sin DJnT et 
algébrique. De même pour cosræ. 

On remarquera, en outre, que les séries sinræ et costæ ont toutes leurs racines 
rationnelles. 

Il serait bien intéressant de savoir si sinræ peut être transcendant ou non pour æ 


algébrique. 


M. 12 
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Il semble possible de trouver des exemples de séries analogues 
ayant dans leur développement suivant les puissances croissantes de x 
des coefficients transcendants à partir d’un certain terme, et prenant 
pour toute valeur rationnelle où algébrique, réelle ou non, de x une 
valeur rationnelle ou algébrique; la méthode que l’on vient d'utiliser 


pour W, s'applique, en effet, aux fonctions 


LA 
3 A RE 
's(æ) = À LT Ÿ TmŸm Ym(x), 
1 


rm K, À, À, Vn étant déterminés comme dans W;(x) [formule (6:0)]: 
Elle permet de voir que, parmi les coefficients de W; développé sui- 
vant les puissances croissantes de x, il y en a une infinité qui sont 
rationnels ou transcendants, mais ne sont pas algébriques. Pour mon- 
trer qu'il y en a une infinité de transcendants, il resterait à montrer 
que les coefficients analogues à c, 4x sont de véritables séries, ce qui 
se vérifierait peut-être en faisant voir que le polyuome Y,, (x) pos- 
sède suffisamment de coefficients = 0. 

Je résumerai une partie de ce qui vient d’être dit sous la forme 


suivante : 


1° Il y a (théorème 1;) des séries f(x) dont le développement 
suivant les puissances croissantes de x a ses coefficients rationnels, 
et qui prennent pour toute valeur rationnelle ou algébrique de x 
(sauf pour x = 0) des valeurs transcendantes ; 


2° [l'y en à aussi qui, au contraire, prennent, comme les poly- 
nomes, pour toute valeur rationnelle ou algébrique, réelle ou 
imaginaire, le x, une valeur de même nature; parmi ces der- 
nières, Ily en a qui sont telles que 


fiæ+a)=f(a)+æf{a)+...+ FU (a) +... 


a ses coefficients f#(a) rationnels ou algébriques pour 
toute valeur rationnelle ou algébrique, réelle ou [maginatre, 
de x. 
? : L PURE ° . 
Il y a, d'autre part, des séries f(x) de polynomes rationnels 
prenant pour toute valeur rationnelle réelle de x une valeur 
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rationnelle, et pour lesquels ft#(a) est un nombre transcendant 
de Liouville pour une infinité de valeurs de n dès que nest assez 
grand. Dans leur développement suivant les puissances crots- 
santes de x, les coefficients correspondants à partir d’un certain 
rang sont des nombres transcendants de Liouville. 


CHAPITRE XL 


FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Soit une suite de quantités 


D RTS M PTT 


I | = HA ine Use 
2 


Si | j a une limite | | quand 7 croit indéfiniment, on dit que 
V2 


le produit infini 


et le produit 


Hilo rise 


est convergent; sa valeur est Î j : la convergence exige que u, tende 


vers 1. Je supposerai ce produit absolument convergent, c’est-à-dire 
que l’on peut intervertur l'ordre des termes sans changer la valeur 


we LE 


La condition nécessaire et suffisante pour la convergence absolue, 
c’est que la série 


(111) logu; + lougus+...+logu; +... 
converge absolument; mais 


logu» log(1+ un —1) 


(211) 


Un —1 Ur —1 


tend vers 1 quand » croît indéfiniment, si w, tend vers 1; la conver- 
gence absolue du produit Il entraine celle de la série > (Un—1). 


Réciproquement, si cette série converge absolument, w, tend vers 5, 
les deux membres de (2,,) également, et (1,,) converge absolument, 


par suite aussi j ! et Î l 
n 
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Je pose 
(311) Un 1-42 0. 


le produit 


(411) IL IL6-:=0 


est absolument convergent si la série 3 D z;!, ou la série Ÿ' 71 est 
13 pæ 1 


LA] 
I 


72 


absolument convergente, et réciproquement; il en sera bien ainsi, en 


désignant par r, le module de z,, si la série > r,' est convergente : 
Je supposerai qu'il en soit ainsi. La convergence de Ë d (z) a lieu 


quel que soit 3. Le produit de deux produits | | (z) absolument con- 


vergent est d’ailleurs absolument convergent (1). 
Les séries > 2, où y est entier 21, sont, a fortiori, abso- 


lument convergentes. On a 
S3— Si=2 D (ann) où = Pi 
So — > 2n!3n) + où (Zn£n,2n,) 1 + S3 


— 3$S So 09210 (Zn Zn, Zn, — 
(511) PRE ï 


> BRU Ne — Si S2— S3, 


{ 
| où n, ñn1, 2 sont différents, car 


Ces calculs sont les mêmes, que le produit j j n'ait qu'un nombre 


(CE) Il (z) ne peut s’annuler pour une valeur de z sans qu'un de ses facteurs 


nm “ 00 LL 
s'’annule, car | Ï = [ | Ï I É I ] n'est pas nul, si aucun de ses facteurs ne l’est; 
; 1 ñn 1 
L 2 


L2 


h . As 2 , 
quant à | L pour » assez grand, son logarithme est aussi petit qu'on veut, et | Ï 


n 
[12 
est aussi voisin qu'on veut de l’unité. 
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fini de termes, c’est-à-dire soit un polynome, ou que | | soit un pro- 


duit infini. Il en résulte d’abord : 1° que les fonctions symétriques à 
coefficients rationnels de degré fini des z,' convergent; »° que leur 
calcul est identique à celui des fonctions symétriques des racines 
d’une équation algébrique, si l’on suppose connues, soit S,, SANTE 
c’est-à-dire les sommes des puissances semblables des racines des 


inverses des z,, soit encore les séries 


GE > Zn = Si; 


(611) 


S13 So, -.. s'expriment rationnellement en fonction des €», et inver- 
sement. 
On a alors 


m m m 
[| HN = = NV: 1 
(1+ 23, Er Dr , Zn ent. 
1 1 


1 
et 1l semble qu’on ait le droit d’écrire, en faisant croître »m indéfini- 


A D 
ment, puisque > BB 1122 CODVErSe, 


quel que soit z. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en établissant 
le théorème suivant : 


Taéorëme 1,,.— On a, quel que soit 3, 


i (= = | [ess itos+es+.. +onss 


où Ch n'est autre que la somme des produits n à n des quan- 


des GR “ ; ; 
tités 3,%."La série 14 C3 +... + c,zt+ est une fonction en- 
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tière : st ses coefficients sont rationnels, il en est de méme des 


L 2 
valeurs de DR pour toute valeur entière de m°1, et inverse- 


1 
ment. 
Ve 


En effet, pour une valeur dennée de 3, je considère Ile seu) 
s 
oùvM =vV etouvestiel quér, >r— | DONS UPPOSE Tia Ts ee) 


Tn Croissant indéfiniment avec A, puisque à r, converge. Soit 


2 — NC, Zn = l'yCn MANN TEQUE Mn Dr Fn— TvOn; 
Vo Va 
IL: Len) — LL CC nr 
Vi Vi 


les séries 


aY rt = put où Sort 


convergent, par suite aussi 


:ù Se as (Pr Pr) 1; 


On a 


Va 


Va Ve 
Ë 
G) orties + Gen), 


Ya V4 


Él=p=1. Quand v2 croit indéfiniment, on obtient dans le 


second membre la série 


[2] x 
(8:11) Eu) =I FC » (,! + €? (Ga GNT IE ICE Ya Cr. 


V4 Va 
dont chacun des termes est bien déterminé, d’après ce qui précède. 
Je dis que cette série converge absolument pour p 1. En effet, 


Ce] 


D (En En: ’ Cr) 


Va 
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reste limité quel que soit à, et, a fortiort, 


s’il en est de même de 


1 —— n —1 
7 — © (Pn Pr» -Pne) : 
" 
Or 
a L 4 
ti D e Es 


converge, car 


converge, et aussi 
Le, 


S1 Y, — y est assez grand, 


z 
E = »—1 
ty PSE) n 
" 
est plus petit que e,, &, tendant vers zéro quand y, croît indéfi- 
niment; d’ailleurs 
2 La zx 
! ! _— 4 
le D D: OnPn,-: “On. > d (nPnr- ee Onat: ni — Ya+1: 
VA Va V4 


faisant successivement 


on voit que 
l 9 1 
HRUENTS Ye, RS Ya 


la série 


ne CSL RE 
I MAC en ACER 


est absolument convergente, et son module au plus égal à 


1+HE,y,0 +Ee 
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puisque 


p=lCi<1. 
La série (8,,) est donc aussi absolument convergente quand 5 <1,et 
OC) = IT ny, 


nv, tendant vers zéro quand », croît indéfiniment. 


. . N . =" 
D'autre part, i ! a pour limite | JL: c'est dire que | | | È tend 
nr V4 


vers l’unité quand », croit indéfiniment, et que 


RER 


avec lime, —0 pour y, =; y, étant choisi fixe et assez grand, 


ze 


|e,,| est plus petit qu'une quantité positive quelconque donnée a 
priorr. 


Je forme Il 2, (6); pour cela, je multiplie d’abord 2, (€) par 


(1+ É,!,), ce qui me donne comme résultat une série absolument 
convergente qui se trouve être »,,_,({); je continue de la sorte, et 


ov,(È) Î | = g1(C), 
; Vi 


jai 


où ©, (£) converge absolument pour CE TMS 
TA END ES (CS Cr) den \ 
1 1 
[+] F2] 
(911) à ; 
== sat D (anen, Jl+,.. 
1 1 


=I+C23+C22+...+Cmz" +...—= (2); 


o(2) converge absolument pour cette valeur de 3, et 


o(z) = ov,(£) | î = | LG ++ an) 
Vi 


Quand y, est assez grand, (1+e,,) ‘(1 +) diffère d'aussi peu 
qu’on veut de l'unité; il est donc absurde de supposer 


[TT 
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différent de 1, c’est-à-dire que 


(1041) | LL = Le: = 20 


Cette dernière égalité a lieu quand medz<7r,; en donnant à y 
une valeur convenable, on voit qu’elle a lieu pour toute valeur de 3, 
et que #(3) converge absolument quel que soit 3. Donc la série (3) 
est une fonction entière. 

Si d’ailleurs les coefficients de cette série sont rationnels, 1l en est 


C2 


de même des quantités De d’après les formules (6,,), et inver- 


1 
sement. Cr O FA D: 


Ce théorème montre que le produit HE peut être développé et 
ordonné suivant les puissances croissantes de 3 d’après les mêmes 
règles, que À soit fini ou infini, c’est-à-dire que IL soit un poly- 
nome ou un produit infini. On doit donc s'attendre à trouver des 
propriétés communes aux polynomes et aux produits infinis étudiés 
ici : les formules (5,,) et (6,,) le montrent bien. 

En particulier, dans (6,,), les coefficients c, sont ceux de la 
série 2(3), et il semble que l’on puisse établir entre les ec, et les S, 
des formules de récurrence analogues à celles de Newton pour les 
polynomes. 

On pourrait chercher à le vérifier de proche en proche à l’aide 
de (5,,) et (6,,); je préfère procéder comme il suiL. 

Supposant |33,/|<1, ce qui est possible, puisque toutes les 
racines z» SOnt -< O, On aura 


271 \—1 — er 1. > Se C 
(TECRSZ RE nes LL 


la série du second membre étant absolument convergente : 
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en désignant par S;, la somme des puissances ji" des inverses des 
TACINeS 34, Z2» +. Zn. Je pose 


à . 
| [© = 1+ din3 + dan 2?+...+0;n3/ +... 


où évidemment 


n 


NS 
dir — Ÿ (3m; Sms: + + 8m) less 


| | (2) = din + 20on8 +... + jdn a 1 +... 
na 


= (1+ 0n3+...+ ja +...) (Sin — 3 Son + 22 San —...). 
En identifiant, on obtient les formules 


2 
On — Din: 2007 — Sin in Der) vs 


© _ & o N 9 À N ; 
Or Sin djj—iyn — Son Ù(j—oyn eee + (IS jp din + (— 1) LS ;, 


où Ôon — 1. Ces formules peuvent encore s’écrire 


S = Sin + din = 0, 
San — Sin din + 2 0an = 0, 
— S3n + Son Gin — Sin dan + 3 On = 0) 
te RE TN En D OE : 


: , « 
(— LS jn + (— IIS ji ndin+e..+(—1)Sin (18 + JO in = 0. 


Or ces formules restent exactes pour toutes les valeurs de 7 £J, 
J étant arbitraire, si grand que soit n. 

On sait, d'autre part, que, lorsque n croît indéfiniment, Sin à pour 
limite S;, dj, pour limite c;. Par conséquent, on voit, en prenant au 
besoin x assez grand, qu'il est absurde de supposer l’inexactitude des 
formules 


— Si+ C1 = 0, 


So — C9 +202 = 0, 


(1111) 
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quand j<J, car aucun des premiers membres ne peut avoir une 
valeur :< 0. J étant arbitraire, on aboutit à ce théorème (*). 


Taéorème Il,,. — Les formules (11,,) analogues à celles de 
Newton pour le calcul des sommes des puissances semblables des 
inverses des racines d’une équation algébrique en fonction des 
coefficients, sont applicables aux produits infints 


(411) RSR ECO 


æ 


tels que la série Dee Où Tr = |Zn|, Soit convergente. 


1 


Ici se pose une question intéressante, dont la solution est immé- 
diate pour les polynomes, mais exige quelques développements pour 
les produits infinis : parmi les séries 2(3), y en a-t-il pour lesquelles 
on à 


ENT ie 


Sr 0) pour m 


Pour traiter cette question, je m'appuierai sur le lemme prélimi- 
naire suivant (?) : 


LEemme. — Si une série à termes positifs non croissants 
MES ce Vase 
est convergente, on &, pour R =, 
lim nv, = 0: 


nyn est donc toujours limité, quel que soit n. 


ER: Re : 
En eflet, J'admets que cette condition ne soit pas remplie : pour 
une infinité de valeurs de n, on a 


NVn > d (où à est posiuf fixe). 
RS à eme à à 


(*) Des formules analogues ont été indiquées par M. Pincherle ( Rendiconti del 
R. Istituto Lombardo, série 11, Vol. XI, fase. VIII, g mai 1878). 
(?) Borez, Leçons sur les fonctions entières. Paris, Gauthier-Villars, 1900, p. 17 


. 


di Di 


LE. 
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Il ya, en particulier, une infinité de valeurs 
T1, To, dote Ap; 


de n satisfaisant à cette inégalité, et telles que 


NM; Ni 
ni > 21; 1, TT = 
2 2 
Alors 
DU N Es 
Va LOL E Nna > Ori, ot 
: D È 
Rein à lon, Vi (UC dr] == Vn; Er >> 5° 


puisque v,,,<v,. La somme de la série comprendrait une infinité 
5 E LR 
de sommes > 52 et la série serait divergente. GO: FD. 


Je considère alors une série ayant pour zéros les quantités — 3,, 
D. AnombreNnMniI7; 7: 7: ...). elttellèque, 


nt es 

rer, Dr converge dès que 7ZaZ1(t). Je dis qu'on ne 
. & L . ‘ .— . 

peut avoir Ÿ 3, = 0 quel que soit &, dès que £Z2u, à moins que les 

séries en question n'aient aucune racine de module fin. 


En effet, soit, si ceci a lieu, 


Ti fi—=...—= PTS mere. 


= ze 7— 
—— 2hhs A Epletrssee 


D’après le lemme précédent, 7° > r,f étant une série convergente 


* ar Cao sl = AA d à a d A 
à termes positifs non croissants, /*, /, m tend vers zéro quand 77 croit 
indéfiniment et a une limite supérieure À! : 
£ = « « —1 
rm Tim < AT, ot APE LONENNE 
De plus, 


rene 10) EE avec € fixe > o, 


(1) On sait que c’est le cas de toutes les fonctions entières d'ordre fini. 
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dès que m>4k. Soit m, la plus peute valeur de m telle que 
(im) > (1—e)t;ona 


> N ne Ë ” : 
NON EE Oui 


Ts Thot. <rr | m(i—Ee)} + ù (Am) 7 
LL 


L 4 
La série De) “4 converge pour la valeur {= /, Za, et chaque 


m4 


terme est < 1. Pour toute valeur { — L, /;, /, étant assez grand, entier 
ou non, chaque terme de cette série est aussi petit qu'on veut par 


rapport au terme correspondant de la série S Gm )-4"7"; de même 
m, 


alors m,(1— +) est aussi petit qu'on veut. Donc, quand / est assez 


grand, 


TE en AU 


avec lim e;— o pour / =. Par suite alors 


ÿ Zn = 8 +: -HeLC rite, 


avec lim|e,| = o pour / = «. 
Si 
Zm = ri em pour (E 


ÿ 3 = rie tbi+., Lei e;,)— 0, 


dès que / est assez grand; on en tire 


ei... Le-it+ = 0. 


Je pose 
ee = Y y pour m£K, 
d'où 
l ! 
Vite Eyi Eee = 0. 
Soient maintenant Y1, ..., 4, Celles des quantités y,, ..., Yr qui 


sont distinctes; on aura 


iis als 
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Où &,,..., &, sont des entiers positifs tels que a +...+ a = k. 
1 
Le déterminant 
l | 
PAM PU RU 
— Cut: CRE CC FC | ! ! 
ÀT—= EM VE À, 
+R; — pl+ha—1 | 
HA en 
Se APE . S : Er 3 : / L : 
où À’ est le produit +(y; — y,)...( em a 1)0d hi Ji). On 
Ai Va l—1,etle module |A | = |4’| de ce déterminant 


est indépendant de /; l’on conclurait 


e! l l 
er PRES Te 
— a; A — 
l+k,—1 +1 


Elthy1 Vo AE 


Pour toutes les valeurs de / qui dépassent une certaine limite, les 
coefficients de 2,,..., s;,,_, dans cette expression ont une limite 
supérieure de leur module indépendante de /, puisque 74, ..., ya, 
ont un module égal à 1. Quand / croit indéfiniment, le second 
membre peut être rendu aussi petit qu'on veut, alors que le premier 
est fixe ; on est donc conduit à une absurdité. Par conséquent, pour 
toutes les fonctions considérées (pour toutes les fonctions entières 
d'ordre fini ayant une infinité de racines), en particulier pour celles 
où >: r,) converge, il y a une infinité des quantités $, qui sont £ o. 
Le raisonnement précédent montre même que, dès que » est assez 
grand, s’il y a Æ, racines distinctes de module minimum r,,1l ne peut 
y avoir À, quantités S, d'indices consécutifs nulles. Si #,—1, 
les SE sont toutes Æ o dès que 7 est assez grand. 

Une propriété analogue ayant lieu pour les polynomes, par suite 
pour les fonctions entières n'ayant qu'un nombre fini de racines 


(exemple (x — 1)e*), je conclus ce théorème : 


Taéorëme IIL,,.— Soit une série f(z) dont les racines — 3,, ..., 
ont pour modules ri, Ta, ..., ln, ..., en nombre fint> 0 


— By oo) 
ou énfint, les séries Da. convergeant dès que jJ=2aZ21; ce sera 


le cas, par exemple, pour 2(z) ou pour un polynome (et pour les 
fonctions entières d'ordre fint). Parmi les sommes des puissances 
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semblables des inverses des racines, il y en a une infintité qui ont 


une valeur 0 (). 


Je vais tirer quelques conséquences des théorèmes précédents : 


d’après ce qu’on a vu (théorème I1,,), les fonctions symétriques à 
coefficients entiers ou rationnels de degré fini des 3,' s’exprimeront 


en fonction rationnelle des coefficients ci, €», -.., Cn, ..., à Coeffi- 
cients entiers ou rationnels respectivement : les exposants des 3, 
sont, bien entendu, supposés tous positifs et les quantités — 


racines d’une fonction 2(z) considérée au théorème IT. 
J'appellerai fonction symétrique élémentaire une fonction symé- 


trique de la forme 


Elle est égale à un polynome à coefficients entiers, formé avec c;, 
Co. CNOùUA = BH, +...+ 864. Tout polynome P' à coefficients 


entiers ou rationnels formé avec des fonctions symétriques élémen- 
taires, et de degré À, par rapport aux 3,,', est un polynome à coeffi- 
cients (?) entiers ou rationnels formé avec Les coefficients €, €», ..., 
GC). Sonexpression est identiquement la même que celle de la fonc- 
tion symétrique correspondante pour l'équation 


ÉCRE EEE Ne — 1). 


ns 


Les fonctions symétriques à coefficients rationnels ont donc une 
valeur rationnelle lorsque les coefficients de la série sont rationnels. 

S1 les coefficients qui interviennent sont des nombres rationnels 
ou des nombres de Liouville de mème espèce | théorème Il, et note (2) 
corrélative], la fonction symétrique à pour valeur un nombre de 
Liouville de même espèce. 

Plus généralement, si les coefficients qui interviennent appar- 
Uennent à un ensemble ou groupe de nombres tels que les quatre 
opérations arithmétiques fondamentales, effectuées sur les nombres 


(*) Les seules fonctions entières d'ordre fini qui ne jouissent pas de cette même 
propriété sont de la forme eP!s), où P(z) est un polynome. 

(5) ere besoin la méthode de Waring dans l'Algèbre superieure de Serret, 
t. II, 5° édition, 1885, p, 385. 
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du groupe, ne donnent que des nombres du groupe, autrement dit à 
un ensemble constituant un groupe (Chap. IL, p. 33) par rapport 
aux quatre opérations fondamentales de l’Arithmétique:; la fonction 
symétrique a encore pour valeur un nombre du groupe. Z{ y a ici 
tdentité au point de vue des fonctions symétriques entre les poly- 
nomes et les séries o(z). 

Mais une remarque importante doit être faite, qui pourrait con- 
duire à la définition des nombres entiers transcendants par analogie 
avec celle des nombres entiers algébriques. Quand on met un poly- 
nome sous Ja forme (:), où le terme indépendant de 3 est l'unité, 
la fonction symétrique P' à coefficients entiers, considérée tout à 
l'heure, est un polynome à coefficients entiers formé avec ci, c:,..…., 
C),. Quand les coefficients entiers de cette fonction symétrique ont 
tous leurs modules £ y, on voit qu’en général, si |c,!,] est assez petit 
dès que x est assez grand, et c, de la forme + p,q,' (Pa, qn entiers 
premiers entre eux), la valeur numérique P' de P' sera un nombre 
rationnel non entier, ceci, que 2(3) soit un polynome ou une série, 

Quand ©(:) est un polynome 


(1211) 1 CHe Ca22 1 CLeE OO, 


tel que l’on puisse, grâce à la mulüuplication par un entier Nz con- 
venable, faire en sorte que Nxc;— +1 et que les autres coefficients 
soient enters, c’est-à-dire quand les racines de ce polynome sont des 
entiers ordinaires ou algébriques, on a Nscx= © Nipxgzx' =, 
D D 'ON: 0% Leéspooelficients) y, €; -.., cxssontide la 
IObne Drag (1, 2,..., K)OÙ px E1,€t Où gr divise gx. Alors 
P', multiplié par une certaine puissance / de gx, donne P' g,— entier; 
ici on peut prendre { — Rs 

Peut-on penser à quelque chose d’analogue lorsque #(:) est une 
série? On voit bien que, si les coefficients ci, C2. ..., cx sont de la 
même forme que pour le polynome (1241), P'g sera un nombre 
entier tant que À,£k; mais l'on ne pourra plus rien affirmer lorsque 
},>=> k. Toutefois, si, à partir d’une certaine valeur de » pour une 
infinité de valeurs n, de n, c,, est de la forme Hg}, et si, quel 
que soit 2 A1, Qn divise g,,, on voit que, pour une infinité de 
valeurs de }4, , 

Pat 
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sera entier dès que /;, est assez grand (on peut prendre EN 
Il semble ainsi, mais ce n’est là, en somme, jusqu’à nouvel ordre, 
qu'une hypothèse, que si, parmi les'séries ©(2), il y en a dont les 
racines puissent {outes jouer le rôle d’entier transcendant, elles 
devront satisfaire aux conditions que l’on vient de trouver : £l 
faudra que, pour une infinité de valeurs n, den, c,, =+q,;(\), 
et que qn divise q,, pour n <<. 

Tout au moins pourra-t-on songer à voir, en désignant par &:(3) 
celle des séries satisfaisant à ces conditions, si leurs racines ne 
peuvent jouer le rôle d’entiers transcendants. 

La première chose à examiner sera la question de savoir si, parmi 
elles, on ne peut en trouver un ou plusieurs ensembles tels que les 
racines qui ÿ sont comprises forment un groupe par rapport aux trois 
premières opérations fondamentales de l’Arithmétique, addition, 
soustraction et multiplication. 

Je demanderai ici qu'on admette le théorème suivant (?) : 


Soit 


p(z)= 1H C3 + Cor +... + Cn3 +... 


une fonction entire dont la convergence est suffisamment rapide ; 
toute racine de ©(z)=0 est la limite d’une racine des poly- 
nomes (12,,) lorsque k croît indéfiniment. 


C’est en particulier le cas quand &(:) est de la forme e°+ a, ou 
encore des formes (10,) à (12). 

Dans ces conditions, chaque racine des séries w,(3) peut être 
regardée comme limite d’une suite d’entiers algébriques racines des 
équations (12,,), où # prend une série de valeurs R4, 29. ..., indé- 
finiment croissantes.l 

On aperçoit dès lors un autre moyen, qui peut être plus général, 
de définir l’entier transcendant ; 

Tout nombre transcendant limite d'une suite indéfinie d’entiers 


algébriques pourra être dit entier transcendant. 


(1) L'ensemble de ces séries et celui de leurs racines ont d’ailleurs la puissance du 
continu au sens de la thtorie de M. Cantor (comp. Ac/a math , t. XXIX, p. 398-331 ). 

(?) Journal de Wathématiques, 1902, p. 343, et Bulletin de la Societé mathe- 
malique, 1913, p. 43. 
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Avec cette définition, la somme, la différence et le produit soit de 
deux entiers transcendants, soit d’un entier transcendant et d’un 
entier ordinaire ou algébrique, seraient des entiers ordinaires, algé- 
briques ou transcendants, car ce sont des limites d'une suite indé- 
finie d’entiers algébriques; le produit de deux entiers, ordinaires ou 
algébriques, est, en effet, un entier ordinaire ou algébrique. 

Comme exemples d’entiers transcendants avec les deux définitions 
ci- dessus, on peut citer les diverses valeurs de Lpg=', où p, q sont 
des entiers premiers entre eux, car æ = Lpq=! est racine de 
œ? rl 


HR ———— + ..., 
1.2 1.2... 


EE = pq i=1+ + 
L 


et limite d’une suite d’entiers alsébriques racines des équations de la 
forme (3) 
x? VAL 


TL 7; 
II + —+...+ ——— n 
P4 I 12 ITU 


HV 
RQ 


(Lpg-'ÆLp,g;' est aussi un entier transcendant; il resterait à 
former des séries convergentes à coefficients rationnels dont 
Lpg=!)(Lp;g;') est racine (!). 

En particulier, quand qg = 1, Lp est entier transcendant; de même, 
ré, étant racine de 


2 n 
RE  —— .. 
I 1.2 1.2,..7 


est un entier transcendant; de même encore —i <ri—7. Donc: 


Avec les deux définitions de l’entier transcendant, le nombre + 
est un entier transcendant. 


Malheureusement, la seconde définition est inadmissible (?); je 
vais, en effet, montrer que tout nombre transcendant réel est limite 
d’une suite d’entiers algébriques. 


(*) D’après un examen rapide, je pense que la méthode d'élimination de Sÿl- 
vester doit suffire soit dans ce cas, soit dans les problèmes analogues relatifs aux 
séries (16,) à (12,), ou peut-être mème à toute fonction entière. — Il reste ici une 
question importante à résoudre : Tout nombre transcendant est-il le quotient de 
deux entiers transcendants ? | 

(2) A moins peut-être d'introduire une condition complémentaire. 
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Soit 4 un entier algébrique réel, p,q,' une des réduites de son 
développement en fractions continues : on a 


[t—pnqn | <Qn'n+1 
d’après (7), et, si 
Bn = 4Qn—Pn RAECETE 


8, "est un entier algébrique réel de module aussi petit qu'on veut dès 
que n est assez grand. Soit £ un nombre transcendant réel quel- 
conque : Ë sera compris entre m,f, et(m;+1) 8, où w, est un 


entier ordinaire, et 
LE mn8n|£|8x | 53 


en donnant à » une suite de valeurs croissant indéfiniment, on voit 
que £ est la limite des entiers algébriques 5,8, (la conclusion reste 
d’ailleurs vraie quand £ est un nombre algébrique réel fractionnaire). 

Mais il y aurait à approfondir la première définition. 

C’est ici le lieu d'indiquer l'impossibilité d'adopter pour le nombre 
entier transcendant une autre définition à laquelle on pourrait 
songer. 

Soit encore & un entier algébrique racine de 


NN = 0 
di,..., &p entiers positifs ou négatifs. «=! est racine de 
1l—@T—...—4GpTPl —0; 


réciproquement, toute racine d’une équation de cette dernière forme 
est l'inverse d’un entier algébrique. Cependant on ne peut songer à 
définir l’entier transcendant réel posiuf <1 par ce fait seul qu'il est 
racine d’une équation de la forme 


ne C0 © Ci Le} HALLE ee 0 © ==) 


avec Cx, +, Cr, +. entiers. On à vu, en eflet, au Chapitre IV [for- 
mule (3,)] que tout nombre transcendant réel de module 1 est 
racine d’une équation de cette forme. 
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Fonctions symétriques de degré infini. — Ce qui précède s’ap- 

plique aux fonctions symétriques de degré fini; mais on peut consi- 

dérer aussi des fonctions symétriques des 3,! de degré infini, même 
quand (3) est un polynome. Je pose z,! = 4. 


o & ea PEER à = 
1° On pourra considérer quelques-uns «,,; &,, ..., «, des a», et 
former avec un polynome à coefficients entiers ou rationnels 


PC Ana CLIC Gn;); 


quand les «, sont en nombre limité, c’est-à-dire quand ce sont les 
racines d’une équation algébrique, on peut considérer les fonctions 
symétriques formées avec les diverses valeurs de 


P(an,, rate os Ca 


en remplaçant les diverses racines &,, 4, ..., @,. par des racines 
quelconques distinctes de toutes les manières possibles; on pourra, 
par exemple, prendre le produit de toutes ces valeurs de P. Quandlesu, 
sont racines d’une des séries(91,), y a-t-1l quelque chose d’analogue ? 

On peut répondre affirmativement. Je vais considérer, à titre 


[°c 


où P(«,,) est un polynome en 4, ; mais j’admettrai, si a4.est le terme 
indépendant de #,, dans P(4,,), supposé £o, que l’on ait divisé au 
préalable tous les termes par ay. Autrement dit, je ne considère que 
des polynomes P(z,,) où le coefficient indépendant de «,, est l'unité. 


d'exemple, le produit 


Je vais donc étudier 


nr 
| LPC) = É Ï (aoad, + aa +...+ aa), 
ñ 
£ 


où les | a;| sont tous rationnels et ay— 1. Je me place, bien entendu, 
dans le cas (!) où aucun des polynomes P(4,) n’est nul, c'est-à-dire 


qu'aucun des 4m n’est racine de 


at + ar l+.., + ag = 0. 


(1) Exemples : C. R., 9 déc. rgo1, 2° sem., p. 989; Acta Math., t. XXIX, 1905, 
p. 328; série cos æ. 
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Ce produit convergera absolument à la condition nécessaire et 


suffisante qu'il en soit de même de 


nr ’ 
Æ 

Ÿ (ao, + aa +... + ag —1) 
1 


quand n croit indéfiniment. Orona 


n nm nm 
> : d— ns 
ad ta S'aii+...+ ag D An+ RA(aa4—1). 
1 1 


1 


Les d premiers termes du second membre restant finis quand 
n croît indéfiniment, il faut que ay= 1; cette condition est d’ailleurs 
suffisante (!); c’est celle que j'ai supposée au début. 


rar 
On remarquera que, si | LP (2) converge absolument, il ne 


1 
n 


. À x EN re 
saurait en être de même de DE) car les séries 


\Ÿ _ 
d'P(am) et Z2lP Un) 1] 
1 1 


devraient être simultanément absolument convergentes, alors que la 
différence est » qui croît indéfiniment. 

Si le coefficient ay était nul, on prendrait le premier des coeffi- 
cients @y_1, Au-», ... qui est 2/0; soit ay_a, ce coefficient; on 
pourra former le produit absolument convergent 


LPenz-cas.] | 


* 


(") Les conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence du produit 


Ile 9 ST a.) 


sont évidemment les mêmes. Il convient de supposer ici que l’on prend TL TUe, Dee IL SITE 
de toutes les manières possibles, puis que l'on fait croître r indéfiniment; on doit 
supposer a; = I. 
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2° Je considère, au contraire, le cas où (!) 
LP) Gant Cod. i.+ Cat +... 


P(am) étant une fonction entière de «4,. Les Z, sont racines de 


l'équation 
DZ Lc-72:) EU A EN Hu LEE. , 


pourvu que 
\ = 
2 Re ; 


Re = 17 l, 


soit convergent. Or, il en est bien ainsi, car 
& 
DÉS CCC), 


PRO PA 0 e.- sontles modules de. Gi, Ce, Cr, #1, La 
série 


SE SAC N re +...+ GC, >. | EE TE 


est convergente; en effet, Dr comprend un nombre de termes plus 
dm [27] 

grands que 1 (ceux pour lesquels 7, <1) en nombre limité X, dont 

la somme est £À(r,'}*; les autres ont une somme finie £\', qui 


décroit lorsque » croit. Donc 
sLXA(Cirit+.. + Ori +...) HN (CG +... + On +...) 


Le second membre est évidemment une fonction entière de r;' et 
converge toujours. Dès lors D(Z) est absolument convergent. 

Toute fonction symétrique des Z,' de degré fini, à coefficients 
rationnels, s'exprime en fonction rationnelle à coefficients rationnels 
de epellelents 00... Ur... d'apres le théorèemerIl;, et.ce 


qu'on a vu tout à l'heure. 


(‘) On suppose, bien entendu, tous les P(x,)<o, ce qui est possible d’une 
infinilé de manières ( Acta mathem., t. XXIX, p. 328-331). 
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Or 


LUS: 
Ui = El Ÿ am + Ca D a+. + On > LÉ Ro © CF 


Uj = CS + C5. ON oi CnSncritre 


L’équation (3) —= 0, dont les «», en nombre fini ou infini, sont 
racines, étant donnée avec des coefficients rationnels, on voit que, 
pour une décroissance assez rapide des C/,—|Ca|, les GC» étant, 
par exemple, tous >< 0 et rationnels, #, est un nombre transcendant 
de Liouville. 

En effet, soit 


Ge Pm dre — (ST CnSms 


OÙ Pm; {m Sont des entiers premiers entre eux; on a, pour une 
infinité de valeurs de m, d'après le théorème II;;, 


S n+1 == (o) 
. 1 , À … A 
et, si C, décroit assez vite quand n croit, 


Ui— On = Cn+r1Sm4(1 + Em+t1) (lim Em+1 = O POUT M = +), 


| Ui— Sn 1 GES 


si grand que soit « dès que 77 est assez grand. Donc w, n'est pas 
algébrique. D’autre part, w, n'est pas rationnel, sans quoi la même 
inégalité exigerait Us = Cm À parur d’une certaine valeur de m, alors 
Que Sn Sms. Le nombre &, est bien ainsi un nombre transcendant 
de Liouville. 

Je me dispense de rechercher s’il en est de même de wo, Ua, .…. 

Ici encore se manifeste une différence entre la théorie ordinaire 
des polynomes algébriques et celle des séries à coefficients ration- 
nels : quand on envisage des fonctions symétriques des inverses des 
racines ou de séries ©(3) à coefficients rationnels, les fonctions 
symétriques de degré infini à coefficients rationnels peuvent être 
égales à des nombres transcendants de Liouville. 

3° Je ne m'attarde pas à considérer le cas où l’on remplace P(a,) 
par une série P(am», Amy +++ 4m.) à coefficients rationnels et fonction 
de ë+1 racines de 6(3). Je ne m'occupe pas non plus du cas où, 
soit P(am), soit P(am, tm, -.., 4m.) serait un quotient de deux poly- 
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nomes ou de deux séries, soit en 4», soit en WU ess Um di COel- 
ficients rationnels. Je vais seulement traiter un exemple suggestif. 
Soit 
Puma; 


—1 , —1 —1 , 
DIET contiendra les deux termes a», 4m «,! et, par consé- 


quent, De ne peut converger absolument. Mais l'on pourra 
classer les rapports Am%n, en deux catégories : ceux dont le module 
est 1, ceux dont le module est > 1, en supposant qu'il n’y ait pas 
deux racines de w(z) de même module (t). Les premiers ont pour 
somme de leurs modules 


L 2 
SE Ÿ M Tin (Ter + Tpigo Fee .) 
1 


; à ; ; ; : 
et l’on voit de suite que, si les r,, croissent (?) assez vile avec m, cette 
somme convergera absolument. Doncle produit absolument convergent 


Où ] Î ee Linie ); 
mn, i 


DDR 2 D. CO Gt LE 1, 2, --:, co est une {onCctlon entière. 
Les seconds rapports Cure Ur, ont leurs modules plus grands que 1, 
Tm, < lm; la somme de leurs inverses est encore S et le produit 


D — Ile — Lam: Li ) 
m1, à 


est absolument convergent dès que |Z| >> 0, quel que soit Z. On voit 
alors que P est racine dew ou dew,, en tout cas de la fonction ww, (?). 
Ceci paraît indiquer la voie à suivre pour étendre les considéra- 
tions précédentes au cas où Piderdra ces, an joeslqune fracuon 
rationnelle et non plus un polynome; je ne m'y attarde pas. 


(:) Exemple de pareilles séries ©(z) : celles où | c, | o décroit suffisamment vile 
quand 7» croit indéfiniment (Acta mathem., t. XXIX, p. 324-326). 
@jhExempleeasour,. 2077. 
(3) C’est une fonction quasi-entière ayant pour points singuliers essentiels o et c. 
—+ © 
ee à . = 
Elle admet un développement en série de la forme D u"z, (J. de Math., 1902, p. 356 
—œ 


et suiv.; Bull. Soc. math., 1902, p. 143-146, 1903, p. 27 et suiv.). 
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4” Enfin, peut-être pourrait-on considérer des séries o(3), P(am); 
Plan, ans.) dont les coefficients sont des nombres rationnels ou 
transcendants de Liouville et montrer que les coefficients des déve- 
loppements en série analogues à ®(Z) sont alors rationnels ou trans- 
cendants de Liouville. Si l’on pouvait de plus faire en sorte que les 
nombres transcendants de Liouville à envisager dans les déductions 
successives sont tous correspondants au sens du Chapitre II, on 
aurait, semble-t-il, dans l'espèce, un résultat tout à fait analogue à 


celui-ci : 


Toute fonction symétrique d’un nombre fint de termes des 
racines d’une équation algébrique à coefficients rationnels a 
pour valeur un nombre rationnel. 


On remarque que l’on aura fait un premier pas dans cette voie en 
traitant d’abord le cas, qui semble très abordable, où 2(z) est, non 
pas une série, mais une équation algébrique à coefficients entiers, 
rationnels ou transcendants de Liouville. Je n'insiste pas davantage. 

Ces idées paraissent d'autant plus susceptibles d’être appliquées 
avec succès aux fonctions symétriques de degré infini qu'elles se 
trouvent vérifiées, comme on l’a vu, pour les fonctions symétriques 
de degré fini et que, d’après le Chapitre IIT, pages 25-40, il existe 
une infinité d’ensembles formés de nombres de Liouville correspon- 
dants et des nombres rationnels et qui jouissent de propriétés tout à 
fait analogues, au point de vue des quatre opérations fondamentales 
de l’Arithmétique et de l'extraction des racines, à celle de l’ensemble 
des nombres rationnels. 
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SUR L’EXTENSION DE LA NOTION DE DIVISIBILITÉ 
ET DE RÉDUCTIBILITÉ AUX FONCTIONS ENTIÈRES. 


Racines des fonctions entières et extensions du théorème de 
d'Alembert. — On sait que toute équation algébrique ou tout poly- 
nome possède une racine, pourvu que l'équation ne soil pas identique 
à zéro ou que le polynome ne se réduise pas à une constante. En 
est-il de même pour les séries? 

Je ne puis ici que rappeler sommairement sans démonstration 
quelques-uns des résultats connus. La fonction e° n'a pas de racines 
finies, car e°— et — eT(cosy + isiny)— o donne 


ef = 0, To), 


y quelconque; mais la foncuon e°+ C—o, où C0, a toujours 
une infinité de racines. M. Picard a établi (*) ce théorème : 


Parmi les équations entières de la forme f(z)+C—=o, où 
f(as) est une fonction entière donnée, et où C est un paramètre 
prenant toutes les valeurs possibles, il y en a une au plus, corres- 
pondant à une valeur particulière du paramètre, qui n'a pas de 


racines. 


On a même été beaucoup plus loin, car on a pu donner, dans des 
cas étendus, des limites inférieures et supérieures du nombre des 
racines comprises, dans le plan complexe des 3 (où 3 = x + yi), à 
l'intérieur d’un cercle de rayon R ayant pour centre l'origine quand 


(!) Pour ceux que la chose intéresserait, je ne puis que renvoyer aux travaux sur 
la théorie des fonctions entières et quasi-entières, méromorphes ou quasi-méro- 
morphes (quotients de deux fonctions entières ou quasi-entières), etc. Voir la 
bibliographie à la fin du Volume. 
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R est suffisamment grand. Les fonctions ef(®, où f.(z) est une 
fonction entière, n’ont encore aucune racine finie. Ce n’est pas 
tout; on sait que, si un polynome à toutes ses racines réelles, 1l en 
est de même de la dérivée. On a pu établir une propriété presque 
semblable pour certaines catégories de fonctions entières; la fonction 
ayant toutes ses racines réelles, la dérivée n’a qu'un nombre limité 
de racines imaginaires. Ces théorèmes comportent des extensions 
aux fonctions quasi-entières. 

Mais tout cela n’est-pas spécial au cas des séries à coefficients 
rationnels. 

Je rappellerai encore ce résultat, qui éclaire les considérations du 
Chapitre XI, en en fixant mieux la portée et que je demanderai 
d'admettre 1c1 : 


Tuéorème L,:. — Sort 


L 
. 


J(z)=1+0u43 +c3+...+c,37+.. 


une fonction entière; si l’on a, e étant un nombre posttif arbi- 
traire fixe, d’ailleurs aussi petit qu'on veut, à partir d’une 
certaine valeur de n, 


(112) lee us 
ou encore, ce qui revient au même, 

(212) lent > (REE, 
fa) est de la forme 


tar | Lo-:s) (EE 
1 


* 


A ve produit infini (voër Chap. XI). Ce que je demande d'admettre ici, 

c'est l'équivalent, pour les séri atisfais: è OT È 

Fe voa de a satisfaisant à (1,,) ou (2,,), du théorème de 
Les lecteurs au courant de la théorie des fonctions entières vérifieront sans peine 

ce résultat; la fonction f(z) est ici d'ordre £1; elle est de la forme er) o(3), où 

8 5) est le produit des facteurs 1 + 33,1! correspondant aux racines de fs) ;:o(23) est 

ru <1 et er% doit se réduire à une constante, sans quoi la fonction f(z) serait 
rdr 
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QUO T2; > — Zm -. sont les racines de f(z) et la série 


1 ; - ; 
D; NUS mod £»; converge. 
di 
On a ici, à partir d’une certaine valeur de m, si Paie 


Ç ei er 
Tm> M, puisque De converge. 


Ce dernier point résulte du lemme de la page 158. 


Divisibilité des fonctions entières. — Je m'occupe maintenant de 
la question de la divisibilité des fonctions entières (1): on dira que la 
fonction entière ©(2) divise la fonction entière F(z) quand F(z) admet 
tous les zéros de &(z) avec un ordre de multiplicité au moins égal ; 
d'après cette définition, tout facteur exponentiel e"%, où P(:) est 
une fonction entière ou un polynome, divise toujours toute fonction 
entière F(3) et joue le même rôle que les constantes pour les poly- 
nomes. Je ne développe pas 1c1 les conséquences de cette définition ; 
il me suffira d'indiquer que cela donne immédiatement la définition 
du diviseur commun de deux ou plusieurs fonctions entières, du 
plus grand commun diviseur, d’un multiple commun, du plus petit 
multiple commun. D’après ce qu’on a vu au Chapitre X, si F(3) et 
o(3) ont leurs coefficients rationnels, o(3) divisant F(2), le quotient 
converge, quel que soit 3, et est une fonction entière à coefficients 
rationne/s. I resterait à savoir, quand on ne considère que des fonc- 
tions entières, à coefficients rationnels, si le plus grand commun divi- 
seur et le plus petit multiple commun, convenablement choisis (à cause 
du facteur arbitraire e")), ont aussi leurs coefficients rationnels. 


Sur la réductibilité des fonctions entières. — Peut-on, dès lors, 
arriver à la définition de la réducubilité ou de lirréductibilité d’une 
fonction entière à coefficients rationnels? Il faudrait d’abord voir si, 
dans des cas étendus, une pareille fonction est bien réductuble, ou 


(*) Je passe sur l’extension aux fonctions quasi-entières, soit dans tout le plan, 
soit dans un domaine. 

Plusieurs des questions envisagées ici pourraient donner lieu à des développements 
plus étendus et plus précis, dont l’idée est presque immédiate si l’on veut utiliser 
les résultats connus de la théorie des fonctions entières et quasi-entières. Voir Ann. 
École Normale, 1906, p. 263 et suiv., en particulier p. 276 et suiv.. 
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divisible par une autre à coefficients rationnels, quand elle a pour 
racine un nombre algébrique, c’est-à-dire une quantité racine d’une 
équation algébrique irréductible à coefficients entiers (!). On passe- 
raitensuite au cas où deux pareilles fonctions ont une racine commune. 

Il existe certainement des fonctions entières réducüubles; 1l suffit, 
en effet, pour le voir, de prendre le produit d’une fonction entière à 
coefficients rationnels par un polynome à coefficients entiers; le 
produit est une fonction entière à coefficients rationnels. 

Pour qu’on puisse se poser la question de l’irréductibilité des 
fonctions entières à coefficients rauonnels, il semble nécessaire que 
l’on puisse en trouver dont toutes les racines sont transcendantes. Il 
yena bien, par exemple, 


PE ee cet LNTINS At = m0 
Li 1.2 12,72 
où a est rationnel -£o et <1. On sait que toutes les racines sont 
transcendantes, car (?) e? n’est rationnel — à pour aucune valeur 
algébrique ou rationnelle de x. Il y a d’autres exemples (*) parmi 
les fonctions quasi-algébriques (entières ou quasi-entières). 

Ceci posé, on pourrait être tenté de donner cette définition : une 
foncüon entière à coefficients rationnels est irréductible lorsque cette 
fonction entière n’a aucune racine commune avec une fonction entière 
à coefficients rationnels sans la diviser; on conserverait ainsi une 
analogie importante avec les polynomes. Mais cette définition est 
inacceptable, ou aurait besoin d’être énormément précisée : c’est ce 
que je montrerai dans ce qui suit. 

Je vais d’abord établir le théorème très général suivant, qui 
s'applique à toute fonction entière (*) dont les coefficients ont leurs 
modules fonctions assez rapidement décroissante du rang : 


TuéorëmE IL,2. — Soit une fonction entière 


ÉNERGIES ER AE LS. 


1) À ce sujet, voir E. Strauss, Acta Math., t. XI, p. 13 et suiv.. 
) Résultat à admettre ici; comparer Chap. IX. 
) Voir Acta Mathem., t. XXIX, p. 328-33r. 

) C'est-à-dire à toute fonction entière d'ordre zéro et d'indice K23, même 
d'indice infini. 


° 
3 
4 


( 
( 
( 
( 
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e Un . . . "à 
telle qu'à partir d'une certaine valeur de n on ait, b, étant un 
nombre quelconque, entier ou non, 1 et e un nombre positif 
arbitraire, très petit si l’on veut, 


rs pire 
LESU LEE < 


Îly a une infinité de valeurs de n, telles qu'à l’intérieur d’un 
cercle de rayon |c, | (a nombre positif quelconque 21 indépen- 
dant de n) ayant pour centre l’origine, le nombre N, des racines 
de f(z) soit précisément n. Autrement dit, il y a exactement 
n séros dont le module est inférieur ou au plus égal à lc: Mae: 

Les valeurs de n en question sont celles pour lesquelles l’iné- 
galité (712), indiquée plus loin, a lieu. 


J’appliquerai ce théorème, cas particulier d’un théorème classique 
(voir, par exemple, Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, 
2° année); le nombre N, des racines comprises à l’intérieur du 
cercle C, de rayon R, assez grand ayant pour centre l’origine dans le 
plan complexe des z est la valeur de l’intégrale 


(312) Ne - 


prise le long de la circonftrence C». Je suppose (!) que R, ait été 
choisi de facon que f(z) n'ait pas de zéro le long du cerele Rex 

Je prendrai maintenant R,=—7y;", en supposant y: = AE er 
aZ1 indépendant ou non de ». On a, sur la circonférence, 


3 = R,eil— Gr Les 
El AV = —an —a(n+1) 
fa) GC) CIC Ut. Cr Cun T7 pre 1+ ci UM + Cn+1Cn Diane) 


be) or + (r— Miérenc Pere" COR Re 


Or 0)C, 107 Mae. 


L 
Are ne - ve ! 
(*) Les zéros de f(z) sont isolés; donc, à l’intérieur d’un contour fermé envelop 
pant l'origine, leur nombre est limité; une circonférence de rayon R ayant pour 
centre l'origine ne peut alors constamment passer par un zéro de f(z) quand 
R varie entre R' et R'+ p, si petit que soit p. 
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Je pose 
D 7 = Ÿo + VV ee ce ÿn1 YEN, 


A 2—11) 
i 72 


SE Yi ect Et) Er ; 
D — nt AO AE .… 


Fin 2)ÿrer tr UE 


S, est la somme des modules des x premiers termes de f(3); 
T, la somme des modules des termes qui suivent le (7 + 2)*"° terme; 


1/ HS 4 Ë , a INDE 
S’,, T}, sont les sommes correspondantes pour f"(3). 


Je vais chercher des limites supérieures de S,, S’,, T,, T,, en sup- 


posant À suffisamment grand. 
Je prends d’abord S, et S,. Quand 121, 
n vo € (n _— ADR Le. — is LT su. = ie ei 


en supposant 


Yan f 0. 

OP 

din 11 = 

Ya PL OT Cri Er 
car 

QI: 
ILE 1e 
Rue À es , RENE EE me É : 

NE D 0 RQ EU (x limite inférieure de y; pour y» < 0); 
il en résulte 

1— = = = 

DES Voie 700 SE ASE FT dal; 
où 
« N _ . = 

(SRE) = Si 0 et dn= fn Si Vas 0. 


ue ® à ! AE 
Je passe maintenant à T, et T!. On aura, pour ëZ2, quand y»; 0, 


12 


1-an. ay — À = : . de 2 : 
qe € e Va SUr Ne) = ne an £ (nr _e t'YntiY$ a(n+i) — ie? =, 


n+it 


Tn+t 


Il en résulte 


RTS = = 
D AS JL er, Te \x! nylt an, 


À, étant arbitraire aussi grand qu'on veut dès que À est assez grand, 
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à condition de supposer 


(412) = _- ; M (A): 
on a finalement 
| PACA ETC RG EC ReTe-t2 (Un 
(12) | PAC) ro En ( MÉPNCr EC Cr € — lu | + U},, 
avec 


AP ERNEST ER PS D 
11 © / ‘ ! _ L —— ni] L St 
URSS ETS En ne HAVIO MEET) 


Si l’on suppose que quelques-uns des coefficients CRTC 
qui suivent €», peuvent être nuls, soit Cuir le premier d’entre eux 
qui soit <o; en modifiant fort peu le raisonnement ci-dessus, on 
voit que, la condition (4,:) étant remplie, les formules (D12) de- 


viennent 
Heu ormml ce.  Mur) LU, 
(612) | f' (est u) = neitt-an yn—1 (: te Ce IE _ us) + Ur, 
avec 
[UL | £yE er (nèst + at), [UV |£nygte-an (nd + et). 


Les formules (6,,) comprennent d’ailleurs les formules (5,2). 
Ceci posé, je m'occupe de la condition (412) et Je me propose 
d'examiner le cas où la condition 
nl 


(712) EE vi > (+R }= nt 


a lieu dès que 721 pour les valeurs de y,,:,< 0. Cette condition 
entraîne la condition (4,2) dont je n’ai plus besoin de tenir compte : 
quand elle a lieu pour une certaine valeur de n assez grande, on en 
conclut (6,:); si elle a lieu pour une infinité de valeurs de », (6,2) a 
lieu pour ces valeurs. 

J'admets pour un instant que (712) n'ait lieu, quel que soit &21, 
que pour un nombre limité de valeurs de n; à partir d’une certaine 


M. rh 
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valeur » de n», il y a, pour chaque valeur de », une valeur de £ au 


moins telle que 


n 
vai ee 
ren re 712, 
ou 
Vie Te DR EE TO OT (ES 
Or 
m2 210 
pour 7 = ©, 
—2 ,È —2i = 2 Aait2i+1 > ./(a+3)à 
re ULRe re ris cn Ye 


Dès lors, considérant maintenant 4 comme une quantité fixe Z1 


indépendante de 7, pour une valeur z, de £ au moins, 


(812) Vian dot 
pour une valeur de #21, 

+3lls > 3)*i4te 
(912) Virae er FE 


y étant assez grand. On en conclut 


G- . 
PS > y(a+3) lgia. it 
VV+iitHis+..Hio = Ÿ, tla--.lo, 


ce qui exige a fortiort, Puisque Fr, 


os 


—(V+m) ! (a+3)7 —[{(\ 
Yvm 2 8 { (a+3 6 [(V+m)(a+3) 


pour une infinité de valeurs de 7. Il y a ainsi une infinité de valeurs 
de m, qui satisfont à la condition 


(1012) Yru > tas ue 


On remarquera que cette dernière condition n'est pas remplie si 


= à n+i 
(one nes 


7" Cr nn +; de plus, limy,2"=o, puisque 


f(2) converge. 
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l’on a à partir d’une certaine valeur de n 


l+e 
nd 
(1112) Va bu b, entier ou non > 1, 
e étant un nombre positif fixe arbitraire, d’ailleurs très petit si l’on 


veut (!). En eflet, pour que (10,,) eût alors lieu, il faudrait, pour une 
infinité de valeurs de n (les logarithmes étant de base D,) 


DT L[n(a +3)" log, 


nt < loglog8 + n[logn+log(a+3;], 


log n +log(a+3) 


ce qui est impossible dès que 7 est assez grand; . 


a, en effet, pour limite zéro quand n croît indéfiniment. 
Je suppose donc que (11,2) ait lieu, par suite aussi, pour une infi- 
nité de valeurs de n, (7,2). Dans f'(c"u), 


Uni TE =nd, 12. X1, 
et 


nn CET 
sont tous deux de la forme À, n7?, où | À, | est fini, quel que soit n, 
d’après (312 bis), (712) et (1142), pour une infinité de valeurs de n. 
Donc, pour ces valeurs, 

(J(ertu)= ci ur(i+e,), 


(1212 1 : 
HS | ftertu)= often un t(i+ ei), 


/ 
nm 


Il est maintenant commode d'appliquer la formule (3,,). En effet, 


où |<, |, [e,| sont au plus de même ordre de grandeur que n°72. 


sur le cércle C,, 


F 5) ncaut(i+e)(i+en) = notut(1+ in), 
Z} ; . 
dz = R,teid dû = c,tiu dh, 


Ne [+ nn) dt = n(1+ nn), 
ST Jon 


(*) Les lecteurs au courant de la théorie des fonctions entières d'ordre zéro voient 
de suite que les fonctions entières satisfaisant à (11,,) sont toutes celles d'indice 2 5. 


On pourrait peut-être améliorer la condition (10,;) en cherchant une limite Des 


rieure plus avantageuse de £,4,...4,; On à, en effet, par exemple, 1,7... <eet 
{Journ. de Math., 1895, p. 25-26). 
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où |n,, | est au plus égal à la plus grande valeur de |n, | sur la circon- 
férence C», et, par suite, est de l’ordre de n°?. Mais N, est entier, 
plus grand que n—1,pluspetitquen +1; donc N;=n. c.o.r.n. 

Voici une conséquence dela méthode précédente : je considère 
une fonction entière f(z) jouissant de cette propriété : elle a, pour r 
et nr, assez grands, une infinité de coefficients €, dont le module 
est de la forme ex(n)-#(8+)7", où lime, = o pour ñ = «, tout autre 
coefficient €,, ayant son module égal à e,(n,) m6 ravec ou 
fini > o. Cette fonction, où ÆZ1, est ce que j'ai appelé ailleurs une 
fonction entière d'ordre (0, k, 2). Je suppose de plus ici #22, 
j'appellerai les coefficients c, coefficients principaux. 

Ces derniers satisfont à (7,2), car 1l suffit pour cela 


en} UP +En)T (1Hai) ex(n+ D Li — M, nt > n?i tr É}e 
n +Tt E 


où s£o—+e,, |e,| <Ce, quand » est assez grand, quel que soit # et le 
nombre + positif choisi & priori; il suffit donc 


NE n _ n des ; 
og me = OR ANTENNES -(1+at)er1(nr) 
Sn mi | els | 
\ i 
n : 
—+ log - — 21logn > o. 


a 


Quand # — 2, le second membre P, est 


ei I+ at n 
— . ) - log 


2 — nen ( 
9 E 9 


1 ï 


.— 21log n: 


si 4 — 1 est nul ou très petit, P,>=>0, car ceci a lieu pour £ —1,0ft 


dPr on ei a I l 
Te Rae =; —2logr >0, quand n est assez 
1 


grand, eti? 
Quand #2 3, ces conclusions subsisteront quel que soit &. On le 
voit d'abord pour £ = 1, puis l’on vérifie encore que 
ane n 


me epi(n+i)er.s mr _— 
di p+e kni(n+t)ero(n+t)...e(rn+ct) 


1 
Ag (n) — ——> — 2 losn : 
ÆE n+i re 


Par conséquent : 


CorozLaire Lis. — Le théorème précédent s'applique aux fonc- 
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tions entières d'indice 2 pour a —1 égal à o ou très petit > 0, et 
aux fonctions entières d'indice k23, quel que soit le nombre 
Jixze aZ1, quand on prend pour les c, les coefficients principaux. 
Elles ont exactement n zéros dont le module est inférieur à 
ex(n)rtpten", 


Ce corollaire s’étend aux fonctions entières obtenues en remplaçant 
ci-dessus e par b, ex par b4(b > 1), c’est-à-dire à toute fonction entière 
jouissant de cette propriété : elle a, pour » et »,. assez grands, une 
infinité de coefficients dont le module est de la forme b4(n)72(e+e7t 
tout autre coefficient c, ayant son module égal à b4(n,)"151"; les 
coefficients c, sont encore dits coefficients principaux. 'Les raison- 
ments et les calculs sont identiques; quand X = », il faut toutefois 


supposer b >> 2. 


CorozLaire Il,:. — Un corollaire analogue au corollaire 1,; 
s'applique aux fonctions entières déduites de celles d'indice k 70 
quand on y remplace e par un nombre b, qui doit être > 2 
lorsque k = 2, et © 1 lorsque k > 3 : c, étant un coefficient prin- 
cipal, égal à 

by(n)"1P#En) ?, 
une pareille fonction a exactement n zéros dont le module est 


inférieur à | cn |". 


Je m'occupe maintenant de fonctions entières plus particulières à 
certains égards : on a vu au Chapitre IV [théorème IT,, formule (10,) 
à (12,) et théorème IL], qu'il ÿ a une variété indéfinie de fonc- 
tions entières dont un nombre transcendant est racine. Ainsi, 
d’après le théorème IL,, si &; est un entier réel fonction de 7, tel 


æ 


que Ÿ zis;' soit une fonction entière, tout nombre €, est racine 


1 
d’une équation 


LA 
O—=—1I + > Um On 37%, 
1 


avec dm entier, 


eu 


(1312) 


\ Var | £ V2 7 CE | di Se V2. 


214 CHAPITRE XII. 


Je suppose de plus 
(1312 Ots) Em = bxim)p”, 


b entier 1, Æ23, G, donné. Je dis que, si ©, est 0, le théo- 
rème Il,, est applicable à c, quand Cyyy = 0, et soit à €», soit à Cap» 


quand C1 < 0. 
En effet, d’après (13,2), SC 


(1412) Pins ler Mpir 


où À, est fim; J'examine si (7,2) a lieu. 
Soit d’abord z 22 : 1l suffit 


LL 


fre 7e 
nr +T 


ou, a fortiori, 


0) 


eo 1—GÈ ep : 1 — 21 
a : ?n° On+i—1 Xi AE 
Gr 


ou, enfin, 
bn +i—i)pirtin > Àinti-l(n +i) by(n)t+aûpn, 


On vérifiera encore que ceci a lieu pour x assez grand en prenant 
les logarithmes (base b), parce que 222, 423. | 

L’inégalité (5,:) est alors satisfaite si Cry = 0; Si Cny1 7É 0, je dis 
que l’inégalité (5,2) est vérifiée soit pour l'indice n, soit pour lin- 
dice nr +1 : il suffit de s’en assurer pour {1 et Cry» < 0, d’après 
ce qu'on vient de voir. 


J’admets qu'il n’en soit pas ainsi : on aura à la fois 


NU A ENTER ou NE Pate (7 Ie 
Le À ca no n+1 (nt2 = 
ou 
ee re 
> —3.,1+@ S Ÿn+ dx 
n+1 + = OS — 0 : 
ï n(n+i) LS ie (RER La) = (a+ 
d'où 


Yn+°2 = Mu n—6—3a,. 


au 
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D’après (14,2), il faut a fortioré, 


o=1 È 6 
A Pn+1 = D, (Ka) no $ 2 


ou 
bn +i)etetl) LÀ, n6ôt3a by(n)u+a}pn, 


L'impossibilité de cette inégalité se vérifie encore pour n assez 
grand en prenant les logarithmes (base b). Donc : 


CorozLatREe IIL,:. — Soit {, un nombre quelconque donné 0; 
€,, réel ou imaginatre, est racine d’une des séries (1342). 

Soit Cr un coefficient de cette série différent de zéro : 1° quand 
Cap —=0, y a, sin est assez grand, exactement n racines de la 
série à l’intérieur d'un cercle C, de rayon |c»[7* ayant pour 
centre l’origine (a arbitraire > 1 et indépendant de n); 2° quand 
Cap 7 0, St ceci n'est plus vrai, ily à exactement n +1 racines 
de la série à l’intérieur d’un cercle analogue de rayon |cr41172. 


Quand on donne à Æ dans (13,: bts) une suite de valeurs 23, on 
obtient une suite de séries Sz dont €, est racine. Soient Sx, Sy deux 
de ces séries avec > k, c, le coefficient de z* dans Sy»; soit de 
plus c, <0, et choisi de façon que S; ait exactement x racines 
dans C,. 

Pour Sy, je distingue deux cas : 

1° Un des coefficients c!,, avec »/ entier, 


n'= (logn)(i+e), DD EME 9 (base bd), 


. . = 
e fixe arbitraire > 0, est < 0; dans un cercle de rayon y,“ (afixeZ1), 
Où y», — | Ca, |, Sa à exactement mn, racines, avec n'+1£m, £n—1; 
= de c wa " ! " . 
OrMLOnpeutrprendret},,7 >; ; Léutht menReler nes. cou) 


d’après (14:12), en posant 


1771 


o! = br (mi )e 7, 
Mo Pr 
ou, a fortiori, 
liQn < PE Pit 
lbk(n)pr € br(n')r 2". 
Il suffit 


logh +onbx (nr) < p'n'bx tn"). 
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ou è | 
Nr 0 et) 07 AUD): Xe 
log(hon) + bg-oin) <20x-2(n)< br n'), 


on < bn = bU+E) sn — nie, 


ce qui à bien lieu (les logarithmes sont pris dans le système de 


base b). 
2° Les coefficients € 


mr AVEC 


N+YEMENT—), 


sont tous nuls. Soit c,, le coefficient £ 0 d'indice maximum inférieur 
à n'+ 2, c!, le coefficient £ 0 d'indice minimum supérieur à nr — 2. 


La condition (5,,) devient pour c,,, 


l1Fat,,I—1. ELA 


ere De 


où v+iZv,Zn—1. Je prendrai, a étant choisi en conséquence, 


Hate 
a fixe 21, m comme tout à l'heure; (5,:) est possible si 
ah NT ER VReE e 
ou, a fortiori, d’après (14,»), Si 


PRE VIE Em, à 


Va 19 
ou 
SEX 17. NN lot 
\ Pa VDO Cl PA Dh,» 
ou encore 
Qi=—log\ + log, ,; ; —(2è— 1) logv; 
— log(ri1+i)—ailoge, — logo, >0. 
O A : dQ; à ; a 
n voit de suite que pra croltravecriettest posiuf pour 
{ 


IT assez 


ue LT - - ie ! 
grand, si l’on suppose m< n —, puisque v+i—12n—o. Il 
suffit donc de vérifier que Qÿ> 0 pour y +i—1—=n—2: ceci ré- 


sulte encore, d’après des procédés maintes fois employés précédem- 


ment, du fait que 423. 


En raisonnant alors comme dans la démonstration du théorème II 


12) 


à propos de (12,2), on voit que Sy a dans le cercle C!, de rayon o% 


ee £ EN É 
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(ayant pour centre l’origine), où m£n—3, y, racines exacte- 
ment (!}, avec y, << n!/+ 2. Ici encore, d’après (1432), 


Pete lEn +: 


En résumé : 


TuaéorÈëme IIlL,,. — Sorent Sx 0x, avec kl>}k, deux des sé- 
ries (1342), dont , est racine : il existe une infinité de circonfé- 
rences GC; (n assez grand) ayant pour centre l’origine, où Sy a 
exactement nr racines, tandis que Sx en «a au plus n —1. 


Ce résultat comporte une conséquence importante au point de vue 
de la définition de l’irréductibilité des fonctions entières à coefficients 
rationnels dont j'ai parlé plus haut; avec cette définition, on voit que, 
à toute série S; ayant pour racine un nombre arbitraire £,, correspond 
une série Sx ayant pour racine ce nombre et n'ayant pas toutes les 
racines de S;; autrement dit : 


Corozzaire. — Avec la définition en question de l’irréducti- 
bilité des fonctions entières à coefficients rationnels, aucune des 
séries Sz n'est irréductible. 


La conséquence vraisemblable de ce corollaire, c’est qu'il faudrait 
ajouter des conditions supplémentaires à la définition. Je n'insiste 
pas, en me contentant d'indiquer que, probablement, le théo- 
rème JIl, conduirait à considérer l’irréductibilité relative d’une 
série par rapport à un ensemble particulier de séries dont elle fait 
parte (2). 


(1) On aperçoit là nettement l'influence des lacunes de la série sur la répartition 
des racines. L'étude plus précise de cette influence pour les fonctions entières d'ordre 
zéro auxquelles s'applique le théorème IL,, et ses corollaires peut faire un intéressant 
sujet de recherches. Comparer Acta Math., t. XXIX, p. 324 et Journ. Éc. Pol., 1903, 
p. 91 et suiv. 

(2) Dans le cas considéré au théorème IL,,, on pourra, au lieu de l’intégrale (5,,), 


considérer l’intégrale ; 
ANR fa PE de 
PAPE LT Fe) L 


qui donne la somme des puissances 8f®* «les racines contenues dans C,. Ainsi, quand 
les | c, | décroissent suffisamment vite avec »7,.et constamment, on trouve, Si C, < 0, 


Ci 0» 
> CG CrAlere.)) 
4 


7, 


lim €, — 0, pour n =. 


NOTE L. 


SUR LA CLASSIFICATION DES FONCTIONS ENTIÈRES. 


Je crois utile d’annexer ici pour la clarté quelques indications sur 
la classification des fonctions entières, de facon que le lecteur qui ne 
la connaît pas suffisamment ait sur la question des idées assez pré- 
cises. 

Soit 

: 


(1) pœ)=Ÿ aux 


1 


une série dont le rayon de convergence est infini, c’est-à-dire qui 
converge quel que soit x : par définition, c’est une fonction entière. 

Si cette fonction possède une infinité de coefficients &,, tels que, 
si petit que soit le nombre fixe s, dès que », est assez grand, 


(6) (ogzr ee <a, (loger )Pre, 

les autres coefficients étant tels, dès que » est assez grand, que 

(3) lan F2 (loger )P+92, 

on dit que cette fonction est d'ordre (4, s-1)(1), Æ étant ici 20; ainsi 


æT Le PAL 
PINS 
L 


[+5 NPA 


\ el N . Sa = 
où l’on a, d’après une formule connue que je n'établis pas (formule 
de Surling), 


TO re EE lime, = 0 pour 7 = ©, 
: 
est d'ordre (0, 1). 


a ———_—_———_——_——_]—_———— ——] 


(!; Journal de l’École Polytechnique, 1905, p. 1-2; C. R., 9 fév. 1903, p. 348. 
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Si les formules (>) et (3) restent vraies avec # négatif, on peut 
adopter une classification analogue; j'ai désigné l’ordre dans ce cas 
par (0, — #, 97), symbole que l’on peut évidemment remplacer | com- 
parer note (!), p. 96-97] par (#, 971), comme lorsque k est positif. 

Mais la classification que j'ai indiquée pour les fractions continues 
arithmétiques (Chap. 1, n° 10) suggère l’idée d’une classification un 
peu différente des fonctions entières, que j’appellerai la seconde clas- 
stfication (1). On peut appeler fonctions d’ordre (k, 971) celles pour 
lesquelles les formules (2) et (3) sont remplacées par les suivantes : 
en posant À = — } : 


(4) ex(nt°}n2 | &n, tentes)", 


(5) larjet=e;(ree)r, 


Cette classification jouit de propriétés analogues à celles de la pre- 
mière, basée sur les formules (2) et (3); pour le montrer suffisamment, 
Je vais établir, dans le cas où À — 1, deux résultats fondamentaux. 

Soit la série 


(6) J(æ) =Y bn, 


Cube Ci (ne Vo" positif). 
Je cherche, pour une valeur donnée de x réel > 0, la valeur 
71 P 7 
maxima de l’expression 


T — Del 


n étant regardé comme une variable. On a 

log T = nlogr — n5#1 
et 
(1) DAS Tlosr = (ce x)70; 
en prenant les dérivées par rapport à n. Cette expression, fonction 
décroissante de n > 0, s’annule pour une valeur », de nr, qui rend 
maximum log T; alors 


(8) logT = (5+1)n5* —n$tt= const. 


(‘) De même, pour les irrationnelles, la première classification correspond aux 
deux dernières inégalités (15) et (16) du Chapitre I (4 positif ou négatif), la 
seconde aux deux premières; la troisième est celle résultant de Gonieno) 
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Je prends maintenant dans (6), x étant donné > 0, le rapport V 
d’un terme au suivant; On a 


b PA 


FL 


\— em lt. 


— pe\m HA 
bn a . 


Je donne à x la valeur résultant de T, = 0 : 


(9) log V = (m+1)91— mo#1— (0 +1)ns5. 


On a, d’après la formule du binome, 


I G+41 2 mi 
m5+1 Es) 1 rs nt 
m , 


dès que m est assez grand, 
Le 


c 


beV2(5 +0 (7 — 2 )2l083, 


lorsque m Zn: avec À fini. 
La somme S des termes de f(x) peut se décomposer en deux 
l’une D formée des termes jusqu'à un indice £ Àn:, dont chacun est 
di 


au plus égal à e5%7"; on a 


l’autre >: formée des termes suivants pour lesquels V 23; leur 
2 


somme 


à I I 3 
> AT DE 
9 3 ae ) 2 2 
On a done, e' étant analogue à e, 
f a 
(10) S £ est! ( À No Le 5) Æ esng+(1+e). 
= 


On peut introduire + dans cette relation, on a 


logx \5—! 
HN — ( e ) , 
RE AT 


1 
(11) S < eat logx)t+9 < el logæ)!+9 . log x )° 


car a=ç(1+e!)( 


[l 


Paie Donc : 


QETERT 
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! 
Laférief(&)— D e "*z" a son module au plus égal à rer" 


dès que læ |= rest assez grand. 


Ceci s'étend de suite à la série 


Ce] 


Q(T) — ÿ Ant}, 


1 


dont les coefficients sont assujettis, dès que 7 est assez grand, à la 
condition 


Q—s, +1 È 
(12) Par "ete e, analogue à € 


(déduite de (4) et (5) pour À — 1). Je prends, en effet, 


D —=S + £1,. 


À partir d’une certaine valeur de n, d’après (12), chaque terme de 


o(x)a son module plus petit que celui du terme correspondant de 


Him) Dès quer—|7| est'assez grand, 
[o(r)|<'!P(x|+]|f(æ)|, 


où P(x) est un polynome, de module évidemment plus petit que 
1 
eme idonc 
1 


La 
lete)l<G + er) rente ruoerte, 


© 1= 


e,, & analogues à e,. On en conclut : 


Maéorème l. — £a série 


CA 


PT) — ) dant’, 


1 
où l’on a, à partir d’une certaine valeur de n, 
g+i—e 


(12) 7 or en 


(e fixe posrtif aussi petrt qu'on veut), a son module au plus égal à 


(es analogue à e) dès que|x|=rest assez grand. 
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On peut établir une réciproque, qui se formulera alDSi : 


Taéorkme IL. — Tout étant posé comme au théorème 1, s'ily a, 
dans la série o(x), une infinité de valeurs ni de n telles que 


MATE 
Lan, | 1S e7k ? 


il y a une infinité de valeurs de x telles que, pour |x|=r, 


ACANETAaLELE 


En effet, soit M, la plus grande valeur de |#(x)| pour |x|= r. Je 
suppose que l’on ait toujours, à partir d’une certaine valeur de y, 


—+ 


O1 


(13) RICANR ee TA ; 
: aus I . 
où rest fixe et positif, Ca 6>> 0. On sait que (!) 
| &n, [= ra Mr) logr)i—ru, 
d’où 
RMS à logr ns \ 
o£(logr}+1— n;logr + nt X,. 
Soit 
dx; 
ha =(0+1) (logr Ÿ— n4= 0. 


Cette équation détermine une valeur de 7 pour laquelle X, est 
minimum, et doit être = 0; mais alors 


\ g— 
Ti: 
logr — (2e 
D 6 = ? 


\ 


1 
4 ni NAS / n \ 6 
Xe — 7, 1 O+I+E > 
? TES 1 fau me (a) 
KE — u ni+ÿ ‘an nftite> 0, 


(*) BoreL, Leçons sur les fonctions entières, p. 62. On le voit immédiatement en 
déterminant une limite supérieure de l'intégrale 


I 
DE) Mlle 
ra J +: midi =, 


prise le long du cercle de rayon r ayant pour centre l’origine dans le plan complexe 
des 3, puis faisant m1 — 0e 
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& étant une constante > 0. Or 


puisque 


I € 
(+e)(e—<) ENS Sr 
€ pouvant être choisi aussi petit qu’on veut dès que » est assez grand. 
C 
? F . . 

On n’a donc pas X,Z0,et(13)ne peut avoir lieu. CL OS FD. 

Ceci posé, on pourra définir la croissance régulière ou irréculière 

LP Le 

des séries o(æ) : 2(x) aura sa croissance régulière si, dès que rc 
(£ arbitraire assez grand), on a 


+) 


© 1 
De 


\ A Mo rlosr) 


ruogr) 


si la croissance n'est pas régulière, elle sera dite irrégulière. On 
pourra chercher, comme je lai fait ailleurs (1) à propos de la première 
classification des fonctions entières, un erilère pour reconnaître les 
fonctions à croissance régulière d'après leur développement en série. 
Je n’insiste n1 sur ce point, ni sur l’extension des théorèmes fondamen- 
taux Let IT aux fonctions entières d'ordre (#, pt) où —h—k<—1:1, 
c'est-à-dire aux fonctions qui jouent dans la seconde classification un 
rôle analogue à celui des fonctions d'indice Z2 dans la première (ni 
à celles où £ — — h est positif). 

On pourrait songer à faire application des propriétés des fonctions 
entières considérées dans la seconde classification, avec Æ négatif, à la 
théorie des nombres transcendants : je ne m'y attarde pas. 

Bien entendu, cette seconde classification s'étend aux fonctions 
entières où Æ est positif, et, pour qui connaît les principes de la 
théorie des fonctions quasi-entières, méromorphes et quasi-méro- 
morphes, à toutes ces fonctions. 

Il est important de remarquer que Les eux classifications coïn- 
cident pour les fonctions entières dites d'ordre fint (k = 0). 

Enfin, on peut combiner les deux classifications pour en obtenir 
deux autres : adopter l’une d’elles quand #20, l’autre pour £ < 0, 


(:) Journal de l’École Polytechnique, 1904, p. 162 et 1905, p. 1 et suiv.; Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1902, p. 447; voir encore la Note (!) de la 
page suivante. 
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comme je l'ai fait (Chap. [, n° 10) pour les fractions continues arith- 
métiques. Ainsi, on pourra prendre la première classification pour 
kZo, la deuxième pour # € 0. 

Le lecteur qui désirerait approfondir ces questions pourra se 
reporter aux Mémoires indiqués ci-après ou plus loin (Bibhogra- 
phie). Je me contenterai de signaler les énoncés suivants : 


. ON ; / / res N ; 
1° Une fonction entière d'ordre £(—h, 271), où ho, c'est- 


à-dire pour laquelle 


Aero) 
A . 1? . l , ul x 
à partir d'une certaine valeur de n, a son module au plus égal à 
ooee 
(14) PAR THNRE 
dès que |æ|=r est assez grand (*). 


2° Une fonction entière d’ordre (— h, p7!), c’est-à-dire une 
fonction pour laquelle (4) et (5) ont lieu, a, pour une infinité 
de valeurs de r indéfiniment croissantes, son module au moins 
égal à 
(15) riognr 

Les démonstrations sont tout à fait analogues à celles données ei- 
dessus pour le cas où = 1. On dira encore que la fonction entière 
d'ordre (— h, 57!) a sa croissance régulière quand son module est 
au moins égal à (15) pour toute valeur de r supérieure à une cer- 
taine limite. 


3° Soit r, le module du niè"e zéro 4, d’une fonction entière, 
dont les zéros sont rangés par ordre de modules croissants : si 
l’on a, pour n assez grand, 


(16) Tn > en(n° ®), 


(*) Une formule équivalente se trouve indiquée avec d’autres aussi intéressantes 
dans un élégant article de M. E. Lindelôf, paru dans le numéro d’août du Zwlletin 
des Sciences mathématiques (article daté d’avril 1903); de mon côté j'ai publié la 
première classification pour les fonctions entières d'ordre o dans les Comptes rendus 
du 17 août 1903 sans connaitre cet article de M. E. Lindelüf, probablement encore à 
ce moment en cours d'impression. 
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le module de la fonction entière est au plus égal à (14) dès que r 
est assez grand (). 


4° Réciproquement, si le module d’une fonction entière est au 
plus égal à (14) dès que r est assez grand, le module du nièe 5éro 
salisfait à (16). 

9° Le module r, du n'è"e zéro d’une fonction entière d’ordre 


(— À, 7!) satisfait à (16), et, pour une infinité de valeurs n, 
de n, à 


Tr = CRU }à 
Réciproquement, si, pour une infinité de valeurs n, de n, le 
nième zéro d'une fonction entière satisfait à cette inégalité, son 


ordre est Z(— h, 971). 


On comprendra mieux la portée de ces résultats en se rappelant 
que toute fonction entière d'ordre < (0, 1) est de la forme 


L- -] 
A2 l Lo+zs), 
1 


où À, est une constante, » un entier 20, 3, le n°" zéro < 0. 


IE 
Des groupes de fonctions entières. — Soient w,(3), w2(3), ... 
un ensemble E de fonctions telles que #.[@5(2)] = 24(95) = Pas 


fasse parue de l’ensemble : je dirai que l’ensemble E est un groupe 
de fonctions. 
Je supposerai ici que 21, 2, ... sont des fonctions entières. Soit 


gy+E 
( 108; 2) b 


ere es él r PR hier 


(2) Je n'indique pas les démonstrations des propriétés IIT et IV : on les obtient en 
simplifiant ou complétant des démonstrations données par M. Ruben Mattson one une 
thèse (Upsal, Almavist et Wiksell, 1905) soutenue le 6 décembre 1905, p. 19268 Je 
n'ai pu me passer d'un élégant théorème de M. Jensen pour établir la propriété IV. 

Quant à la propriété V, elle résulte facilement de TIX et IV. 


M. 15 
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dès que r —|z| est assez grand, D, — Da(26)- On a 


o,+e  O NOpHE Ca log CE 
Cross, 1961) * — 7. 108,7 ) (10877) — + 08.7) (1), 


(17) TPaol<]9| 
où À. est égal au plus petit des nombres A, el 2e Donc : 


L'ensemble des fonctions entières d’ordre <(— h,æ), où k 
est un entier donné >> 0, forme un groupe. 


D'autre part, je suppose que ©; soit Justement d'ordre (— 5, 55); 
soit 3, le zéro de module minimum =£o de ©, : D, a toutes les 
racines de @5(3) — 3, —0. D'après la propriété 5°, le nème zéro de 
o(3) —5,—0 à son module £ez;,(nfits), où p555—1, pour une 
infinité de valeurs de n, et il en est de même « fortiori du n°" zéro 
de Pys. D'après la propriété 5°, l’ordre de ,4 est au moins égal à 
(— h5, 55). Donc : 


SE va el vw sont d'ordres (— ha, Sa), (— h5,5), avec h, et 
h521, l’ordre de we, (os) = Dos est 2(— y; 58): 


En particulier : 


L'ensemble des fonctions entières d'ordre zéro et de méme 
indice h(c’est-à-dire pour lesquelles h a même valeur entière Z1) 
forme un groupe; de même pour l’ensemble des fonctions entières 
d'ordre zéro et d'indice infini (h = ©). 


Je me bornerai dès lors à indiquer que, grâce à un théorème connu 
de M. Picard et ses divers perfectionnements, des procédés tout sem- 
blables permettent d'établir les propriétés suivantes dans la première 
classification. 


SE v, et © sont deux fonctions entières d'ordres (Ken 
(ks, 53), avec K et ky entiers Zo, l’ordre de D,;— Pa(vs) est au 
plus égal à (ka+ ki+ 1, 55) et au moins égal à (k5, 56). 


Il y a ici une légère difficulté facile à surmonter, et provenant du 

fait que #4(3) peut n'avoir qu'une racine au plus; alors 6,= etaF, 
, « : 

F= A ou F—A(3— x) avec À constant; d,(z) est un polynome 


1 réci p r x i l 1 
( ) ot peut préciser la valeur de o,, soit quand hk,=1, soit quand À, > 1: je ne 
m'y arrête pas. ®,,, est évidemment une fonction entière. 
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ou une fonction entière d'ordre (ka— 1, 55) sur laquelle on raisonne 
comme sur ©. 


Forment encore des groupes : 


; : ” ; 

1° L'ensemble des fonctions entières d'ordre > o non transfini 
(Ka Jint 0, ou 5, >>0); 2° l’ensemble des fonctions entières 
d'ordre (nul ou non) non transfini; 3° l’ensemble des fonctions 


entières d'ordre transfint (ka—=); 4° l’ensemble de toutes les 
fonctions entières. 


Autres catégories de groupes. — On peut dire encore par exemple 
que l’ensemble E, des polynomes et des fonctions entières 4,,w2, ... 
forme un groupe si la somme, la différence, le produit de ces fonc- 
üons 2 à 2, 3 à 3, etc. appartiennent à E, ; on peut spécifier des condi- 
üons complémentaires, par exemple exiger que f[x,v,,0,,...,o(P)(a)], 
où f est un polynome en x, wo, ®,, ..., o(P)(a), fasse partie de E, : 
c’est ce que je supposerai 101 (!). La somme de deux fonctions entières 
d’un même ordre pouvant être d’un ordre inférieur, on a des énoncés 
moins précis; ainsi : 


Forment un groupe : 


1° L'ensemble des polynomes et des fonctions entières d’ordre o 
et d'indice 2h; 2° l’ensemble des polynomes et des fonctions 
entières d'ordre o et d'indice infint h; 3° l’ensemble des poly- 
nomes et des fonctions entières d'ordre (nul ou non) non trans- 
fini; 4° l’ensemble de toutes les fonctions entières. 


On pourra chércher à obtenir des énoncés analogues en ne consi- 
dérant que des fonctions entières plus particulières, par exemple des 
fonctions entières à croissance régulière : je n’insiste pas. 


(:) On peut aussi exiger que #,(+,) appartienne à E;. Alors ces groupes seront 
compris dans les groupes étudiés précédemment. 

Il y a des extensions aux fonctions quasi-entières, méromorphes, quasi-méro- 
morphes. 


NOTE I. 


SUR L'ORDRE DES NOMBRES DE LIOU VILLE. 


Soit 


PP; 0,20 ro ne EC ODer: 


la nième réduite du développement en fraction continue ordinaire de 
l'irrationnelle positive I. On a, pour {> 1, 
Da; AO OMG Q;e<Q;-1(a FT), 
d’où (!) 
(3) aa... an <Qn <a +1)(G+i)... (An +1)S 241 Gs - -. An 


Je vais m'occuper de I au point de vue des deux premières classifi- 
cations des fractions continues (la troisième étant une conséquence 


des deux autres). 


Première classification. — Soit | une irrationnelle positive 
d'ordre (k, o) dans la première classification, c’est-à-dire dans celle 
où les secondes formules (15) et (16) du Chapitre I sont applicables, 
que À soit positif ou négatif. On a, pour # > », 


(46) An CCR (IT)PEE, 
et, pour une infinité de valeurs 7, de n, 
(56) An, > Er(r1)P € 


(e fixe positif aussi petit qu'on veut dès que y est assez grand). 


On a 


(66) Qn< A2? Il ex(t)P+E (A const. ). 
1 


(1) Je continue la numérotation des formules du Chapitre VI. Incidemment je 
signale ici que l’on peut probablement simplifier la démonstration de la propriété IV, 
p. 51, Car, si n'>n, on doit avoir > Æ. En effet, d’après une vérification rapide, 
je crois que, si[[—1,|<|1—1I,|,ona J—J, | <|J—7J,|, quand nest assez grand. 
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A quelles conditions I est-il un nombre de Liouville ? Il faut et il 
suffit 


AE Or, 


pour une infinité de valeurs de 7, si grand que soit «,, c’est-à-dire, 
puisque, d’après (13) (condition nécessaire) et le Chapitre I, n° 8 
(condition suffisante), 


(OT MAR | I— TI, > (CHOSE 


(76) LEON (x analogue à æ ). 


A 
2 


On sait (pages 3 et 42) que Q,22 
transcendant de Liouville, 


; donc, quand [ est un nombre 


TN DEN 
œ 


D 2 
Un 122 Ie CU 


où 9, est aussi grand qu'on veut; par suite : 


Une irrationnelle (1) d'ordre (1, +) (première classification) 
n'est pas un nombre transcendant de Liouville. 


Soit donc 472. Pour que [ soit transcendant de Liouville, il suffit, 
&n41 étant un quotient incomplet préncipal, c’est-à-dire satisfaisant 
4 (0e), 

/ LL x 
Annie en ie > AT CL) PES) 
& 1 
d’après (75), ou 
12 
(p—<)ers(n +1) >a | logA + nlog2 +(p + >) ex-1(t) 


il 
Ceci exige kZ3; j’admets qu'il en soit ainsi; on a 
log À + nlogo < (p+e)ex (nr), 


et il suffit 
epa(n+1)> rer Mn), 


(1) CoRoLLAIRE. — l’our chacune de ces irrationnelles, il y a des nombres fixes X 


et y Lels que 
dy < Q, | 1 1 | > Qu. 
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ou, a fortiori, 
eyon+i1)>2er (nn) > logn+ex (nr). 
Ceci est vrai pour k = 3; quand k >> 3, il suffit 


ex-a(n +1) > 2er 3(n) > log2 + ex s(r), 


ce qui a lieu pour # — 4, etc. 
Ce résultat s'étend aux cas intermédiaires où l’ordre [ est (k, 3) 
avec 9 nul ou infini. Soit 


An —= ex(n)r, 


où », peut prendre des valeurs aussi grandes qu’on veut pour une 
infinité de valeurs de n assez grandes : on raisonnera sur les quotients 
incomplets a»,, pour lesquels py31 Z294_i4, quel que soit : 0, et 
que l’on peut appeler provisoirement principaux (1). Donc 

Une irrationnelle d’ordre >(3, 0) (première classification) 
est un nombre transcendant de Liouville. 


On voit qu'il y a une catégorie intermédiaire, celle des fractions 
continues d'ordre (2, pb), pour laquelle on ne sait rien. On peut mon- 
irer ques 


Parmi les irrationnelles d'ordre (2, 2)( première classification), 
certaines sont des nombres de Liouville, certaines n’en sont pas. 


Soit d’abord une irrationnelle I régulière. 
Définition. — Une irrationnelle 1 d’ordre (4, s) est dite régulière, 


si, à parür d’une certaine valeur de n, tous ses quotients incomplets 
sont tels que (2?) 


(86) An = ex(n)Pn (p+e>pr>6%>o, 6 fixe). 


Soit £— 2 ; si L'était un nombre de Liouville, il faudrait, d'après (36) 


(1) La même démonstration s'applique évidemment aux fractions continues 
d'ordre =(#,), pour lesquelles on peut toujours écrire a,—=e,(n})t», en parti- 
culier aux fractions d'ordre infini (p. 10). 


(*) Peut-être, parmi ces irrationnelles, y aurait-il lieu de distinguer celles où 
Pan=P+E, (lime,—= 0 pour 7 =); 


on pourrait les appeler régulières, et les autres semi-régulières. 


NP CIRE 
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et (70); 
Anti > (GG... an)t, 


et, a fortiori, 
0 œ 


ea(n +Ii)P > AJ e2(£)7 (A4 const.), 


1 
n 


(p+e)ert1> à log Ai + ca ei, 
1 
ce qui est impossible : I n’est pas un nombre de Liouville. 
; ; , ON 
D'autre part, 1, d'ordre (2, »), non régulière, sera un nombre de 
de Liouvilie si 


ea(n Hi) E> (22 a... an), 


n41 étant quotient principal, ou si 


12 
(p—Ee)e"1> an log» + «> loga;. 
1 


Il est intuitif que, quand les quotients incomplets satisfaisant à 
une égalité analogue à (84) sont assez espacés, la condition ci-dessus 
est satisfaite (t). On le vérifie quand 

logant12 nt+€ log a; (So) 
alors en eflet 
> loga;< n€loga,+:, 
et il suffit 


loganr1 > anlog2 +an<loga»:1, 


ce qui a lieu si petit que soit le nombre fixe positif e, dès que nr est 


assez grand (?). 


(!) Peut-on assigner au sujet de cet espacement une condition simple, nécessaire et 
suffisante ? L'existence de critères analogues pour la régularité de croissance des 
fonctions entières, basés sur l’espacement des coefficients principaux du dévelop- 
pement en série de ces fonctions, permet de l’espérer. 

(2) Voici ce qui aidera à comprendre la portée des classifications des irrationnelles : 
j'écris a, = e,(n)®n; soit k le plus petit des entiers tels que t,<'(0’ fini) quel que 
soit 2; si l’on ar, 86 (6 fixe — 0) pour cette valeur de Æ et une infinité de valeurs 
de x, on démontre l'existence (Journ. de Math., 1904, p. 279) d’un nombre p tel 
que la suite des a, soit d'ordre (4, p) dans la première classification. Une irration- 
nelle a ainsi toujours un ordre. 

Une remarque analogue peut se faire pour la deuxième classification, quand on 
ÉoHe = C\(vrRe)e 
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En résumé : 


Taéorime. — Dans la première classification, une trrationnelle 
positive d'ordre (k,p)est un nombre de Liouville quand (k,e)>(3; 0) 


et n'en est pas un quand (k, 5) <(1, œ ). 
Lorsque k — 2 et que © est fini, les deux cas sont possibles. 


Des irrationnelles régulières. — Soit kZ3. On a, pour n assez 


grand, À et x étant des constantes = 0, et 
ex) er(2)- rer (ni), 
NABÉÉF aie. ap = 07 ; 


de plus, on a 
€ 


1< 074 <ex(n—1) <ez;(n}, ex(n —1) <ex(n Fe 
si 


E e 
ep1(n—1) < 7 k1(R), ex-a(n —1) < log — + ex-o(n); 


ceci a heu pour £ = 3. Quand k > 3, ceci est encore vrai d’après 


a 1 
mine € = 
epi(n)>er> —); — ER ANT), 
e’ nn 
si 
È È 
(96) Epi(n —1) <ér(n)"< ex a(n), 


ce qui a lieu pour À = 4; et ainsi de suite. On conclut 


0h = eg(r) Fin (limnn = 0 pour n = ), 


did a dn= ERUI)r, 202. . An = CE(T)nEn 


(sa Comme py, En Comme n2), et, d'après (34) et (9e), 


Ï 
10 — ey( n\0n+tE, — (Er 
( 6) Q? ek(r )9n n— Q6r ,. 


PRE LE nt 
Soit l'une autre irrationnelle positive d'ordre (4, £'), avec 2! ana- 


: x 1 1 = LS , : : , ON 
logue à p, [,— P,Q,' sa nie réduite; si elle est régulière, 


(116) Qu= ex(n)n= Qi, (5, comme 6). 
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Les formules (94), (104) et (114) montrent que I et L’ sont des 
nombres correspondants au sens du Chapitre IL (pages 23 et suiv., 
page 36). 


Ü fi ? ’ Ex G 1 . 
Quand l' n’est pas régulière, soit a... un de ses quotents tels que 
Anar = CR + 1)Pnn (0 LT pnx Lp'+e, 7 fixe > 0); 


on a encore 


Q%£ ex(n)v+e", 0 = eR(n + 1)9nh; 
soit 
ne p? (OP GER Die OQ> = ex(n)n be comme Pn+1 ); 
yes 
d’après (94), 
{ l— I, | = 1070-02 T — nn one 


(126) 
| (y fni>o, o << 1), 


formule qui s’applique aussi quand J' est régulière. 
On en conclut que Fest aussi un nombre correspondant de 1; 
mais cette correspondance n'a plus, en général, le même caractère 
ua st régulière ; ici la correspondance entre I et [’ résulte 
ue nd [l’est régul Il pond tre I et l’ It 
de la considération de la suite des réduites principales de F et de 
celle des réduites de même rang de 1; une irrationnelle 1” non régu- 
lière n'ayant pas une infinité de réduites principales de mêmes rangs 
que [’ ne correspond pas forcément à F'. 
n particulier, d’après ce qui précède : 
En particulier, d’a} I d 


Deux nombres réguliers positifs quelconques de Liouville de 
même indice k et d'ordre >(3,0) sont des nombres correspondants 


au sens du Chapitre LIT. 


Dès lors, l’ensemble des nombres réguliers posiufs de Liouville 
d'indice donné ÆZ3 et d’ordre (Æ, p), où » prend toutes les valeurs 
finies non nulles, appartient, par rapport aux quatre opérations fonda- 
mentales de l'Arithmétique, à un groupe H de nombres qui sont des 
nombres rationnels ou des nombres de Liouville. 

Quand on ne considère parmi ces opérations que l'addition et la 
multiplication, on arrive à un résultat plus précis. 

Soit J un nombre de Liouville positif correspondant de [ qui soit 
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limite de la suite de fractions distinctes à partir d’un certain indice 
Ah J, CCI J7, 


Jn= PnQn' (Pns Qn premiers entre eux ou non), J — J, étant de même 
signe que [ — I, et tel que, pour x assez grand, 


J—J,;— qu, ni a (An Eur EMS Ne 0 


d’après (104), 


£ 
In = n+r15 


J, est une réduite de [, qui n'est pas forcément de rang n; les 
nombres J comprennent tous les nombres réguliers de même indice Æ 


que I et d’ordre (4, p) avec 0 < p << co. 
RTE ES Le ES Le pen a fe 


sont de mêmes signes; J+ J', JJ! ne sont pas rationnels; J,+ J, 
et J,J,, en sont des réduites. Soit 


LA 
TAN 
n+t 0 


1J+J—7,—7J;,] mini 


RUE A ET ne 


4 = 
Xn+1 = In+1In+1 = 


! \ \ 
(Us Vas Y, analogues à À,). D’après (95), 


| ! 


JÉS IPN 
RE EETee 


sont, à partir d’un certain indice, des suites de fractions distinctes qui 
sont des réduites de rangs croissants de J + J'et JJ'; J + J'et JJ' sont 
analogues à J. 

Par conséquent, par addition et multiplication, les nombres J en- 
gendrent un groupe G, contenant le groupe analogue G dérivé des 
nombres réguliers 1 d'indice donné Æ2Z3 et d’ordre (4, o) avec 
0 << p << ®. On a alors, pour les nombres de G, Qn= eK(n)Pr, pr ana- 
logue à À,. D'autre part, les J, étant des réduites distinctes de rang 
croissant de J dès que n =>v, on a J,—5,, 5, étant la pième ré- 
duite 7,0," de J'etp Zn — v. D'après (13), 


[J—J,|=1) —dp|= (0888p+1) = E+1(n +1) Pa, 
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si 


J=bo+r:bi+i: bi+i: b;+..., AU (0h analogue à p,); 


Na — € , 
DSC Gen à Dp+i = ex(n +16; (px comme Pn): 


On peut en conclure directement que J est d'ordre £(#, e/); on 
; = À 
peut aussi remarquer que J est de même ordre que 


RESTE Ce Ce 


OÙ bp Cpyv Co Cis Cas +.., CV étant des entiers positifs arbitraires 


(Ghäp. Ul) p: 53); alors 
Cp+vr1 = €x(n +1), P+V2n, 


en sorte que Jet K ne peuvent être d'ordre supérieur à (4,p), où p 
est fini. Donc 


TuéorgmEe. — L'ensemble des nombres de Liouville positifs 
réguliers d'indice donné kZ3 et d'ordre (k, p) (première classi- 
Jication), où à prend toutes les valeurs positives finies > 0, en- 
gendre par addition et multiplication un groupe de nombres de 
Liouville d'indice £k et d’ordre <(Kk, &). 


On sait que tous ces nombres sont tous d'ordre Z (1, æ). 

Un théorème analogue a lieu pour le groupe G, et pour le groupe 
dérivé d’un nombre fini de nombres de Liouville positifs et réguliers. 

On ne peut s'empêcher de rapprocher cet énoncé de certains de 
ceux obtenus pour les fonctions entières, et, dès lors, d'espérer des 
analogies plus complètes entre les notions d'ordre dans les deux théo- 
ries. Ainsi, on peut se demander si, dans le groupe G, les irration- 
nelles ne sont pas toutes d'indice k et, peut-être, régulières. 

De ce qui précède résulte en paruculier que tout polynome à coeffi- 
cients rationnels positifs formé avec les nombres réguliers en question 
appartient au groupe G; Î étant un de ces nombres réguliers, [7 est 
compris dans G (g entier > 1). Mais ce groupe contiendra aussi for- 
cément des nombres réguliers Î qui ne sont puissances d'aucun 


nombre de Liouville. En effet, 


I; = FrO, 
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avec P;, Q} premiers entre eux, 
Q» = C0 Die O7, Qh+1 = An+1 Qu + (Gr 
On prendra 
Or O7 1 ne 2: Qon = 18/n+3, TE, 


hu, l entiers positifs. Ceci est toujours possible d’une infinité de 


manières, tout en ayant, pour » assez grand ("), 
An — Ex(n )Pr, DEP 07-20 10) 
car il suffit de prendre 


QE»), 
Où da + I = 18/1 +3 = a2(12 hi + EEE 


ou 
94+1= &(6hi+i), 


puis, en général, pour 7271, 


Qon+t1— Qon1 = 12 nr — hn) = Gin+1Qon = Gen+1(18 ln +53), 

Qonro— Qon —=18( ln41— ln) = Grn+ Qon+i = Aon+2(12 hn4+1 + 2), 
ou 

4(Rin+1 — in) = Gint1(6 ln +01), O(lnt1— ln) = Aon+2(6 Anr1+1), 


a, et h,, a et /, étant choisis convenablement. Par exemple, si lon 
prend, pour #21, 


Con+1 = À Lon+1; Aon+92 = 9 Lon+e (æ; entier), 
Rn+i= ln + (ln + 1)ton+1 ln = ln+ (6 Anti +1) ont, 


on peut choisir 


RTC: =D, y, A2 = 1, 


(') Quand on ne s'impose que les conditions o,=— 9 +e, pour une infinité de va- 
leurs de n, p,=p+e quel que soit x > v, les mêmes calculs donnent pour I un 


nombre de Liouville, régulier ou non, qui n’est puissance d’aucun nombre de Liou- 
ville. 


LÉ tbe à D 2 


NS 0 


ER SR EE POP UC OCT I Re PE NE 
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et les formules précédentes déterminent des valeurs convenables 
des 2,, {, sous la seule condition 


dj — ex (tr), 


pour £ assez grand (1). On sait d'ailleurs qu’une puissance qiene exacte, 
paire ou divisible par 3, est —0 (mod{) où = 0 (mod 0) Donc, 
aucune des quantités Q, n'est puissance ge exacte, quel que 
soit y > 1, et le nombre I régulier n’est puissance d'aucun nombre de 
Liouville. Alors 19 *, où g est entier, n’est pas un nombre de Liou- 
ville (Chap. IE, p. 44), tout en étant transcendant. 19" est d’ailleurs 
d'ordre < (3, 0), I étant d'ordre (4, 6) => (3, o) et k, 2 quelconques. 
Donc : 


Ilexiste une infinité de nombres transcendants d’ordre (3, 0) 
dans la première classification, et dont la puissance qième (g en- 
(ter) est d'ordre (k,p) > (3,0), avec k entier arbitraire, > 0 ar- 
bitratre. 


On voit à quelles difficultés on peut se heurter en cherchant à éta- 
blir une relauon entre l’ordre d’un nombre transcendant et celui de 
ses puissances entières, quand ce nombre n’est pas un nombre trans- 


cendant de Liouville. 


Deuxième classification. — Soit une irrationnelle [ d'ordre (#, ») 
dans la première classification : pour une infinité de valeurs de n, 


An — eg (n)P En = ex (nn), 


(P+En)er (7) = ex, 1(n9n). 


Si l’on prend k—k+r, on a o,<1; de même si l’on prend 
k,—k— 1, on a 5,1. De plus, quand #—0, on à #,—0, 
On—= 9 —+e; quand A — HAE Ie 0, dr = LE e,. Une irrationnelle 
d'ordre (1, æ) dans la première classification est d'ordre £(1, 1) 
dans la deuxième; inversement, une irrationnelle d'ordre (1, 1) 


(1) 11 en résulte que l'ensemble (au sens de M. Cantor) des nombres transcendants 
de Liouville en question, d'ordre (Æ, p), avec #, p donnés, et qui ne sont puissance 
d'aucun nombre de Liouville à la puissance du continu. Le lecteur formera sans 
peine des exemples numériques précis; on prendra, par exemple, &;— E[e,;(c)9], où 


p est fixe. 
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dans la deuxième est d'ordre (1, æœ) dans la première. Par une 
discussion analogue, on déduit finalement des résultats obtenus pour 
la première classification : 


Dans la deuxième classification, T est un nombre de Liouville 
quand (k, p)>(3, 1), et n’en est pas un quand (k,p)<(1, 1). 
Quand (k, p)—(2, 1) les deux cas sont possibles. 


Il reste à examiner le cas où I est d’ordre (4, 6) > (1,1)et= (3507 
Soit, en général, une irrationnelle I, d'ordre Z(#,, p,) quelconque 
avec A0, ane, (n%), et, pour une infinité de valeurs de n, 


. Je considère la suite des quantités 


Dim 


Gare 
Ir Ek,—1(MPITE je loga» ; 


parmi elles, il y en a une infinité qui croissent indéfiniment avec m si 


E\ 
Pas F 
:) > «a ek1(7nPiTE), 


dès que m est assez grand, x étant fixe aussi grand qu’on veut: ceci 
est vrai pour #,—1 et se vérifie de proche en proche pour 4, — >, 


D... AlOrS jé disque. 
Il ya une fonction ©, constamment croissante de m telle que 
logan£er1(mPR-)logemh, 


l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de m. 


En effet, 1l suffit de suivre une méthode déjà utilisée par M. Ha- 
damard pour un cas analogue (1): on prend deux axes rectangulaires, 
S à 
et l’on porte en abscisses les valeurs de »#, en ordonnées celles de A, : 
soient P,, P:, ... les points obtenus, P, le premier de ces points 
; , re \ . à \ ; , 
d'ordonnée supérieure à P,, P; le premier après P, d’ordonnée supé- 
rieure à P,, etc. Je forme le polygone joignant P,P, P....: l’équa- 
. . : é n ; ë 6 . 
tion y — logo; qui représente ce polygone définit une fonction Or 


CE de Marre Ssérie tt IX 1898. 
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croissante telle que 
A < log En log CES Cki—1 ( ms =) logo», 


l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de m. 


CROP D: 
On conclut de là que : 


Une trrationnelle 1 d'ordre > (2, 1) (deuxième classification) 
est un nombre de Liouville. 


Soit I une irrationnelle d'ordre (4, P)= (hi, en); Aitétant =; lil 
suffit, d'après (34) et (36), 


Dre (274: Ag. An)% 


(a fixe aussi grand qu’on veut), pour une infinité de valeurs de x, ou 


nr 
loga»r,> nalog2 + a > log a;. 
1 


Je prends 


logan+ = €r1[(r2 +1) E]logps+; 
il suffit 
er1[(r +1) =] > 2anex, 1(nPi—E) 
ou 
ep,o[(n+i)fe] > log(2an) + er,_2(nPiTE). 


Il suffit que ceci ait lieu pour k#,— 2, c’est-à-dire que 


NoEe 


(n H1)PiTE— nie nPiTE— : 


> log(2an), 


ou que 9, > 1+E. CHOSE MD: 


Une trrationnelle d'ordre > {1, 1) et £(2, 1) (deuxième classt- 
Jication) peut effectivement être ou ne pas étre un nombre de 
Liouville. 


Ce sera un nombre de Liouville si, pour une infinité de valeurs 
de x, 


logan+1 > anlog2 + LD log a;, 


1 


+ 
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logary12nt+e loga; (pour ê£n); 


il suffira 
(1—an-u)logans1 > an log, 
ce qui a bien lieu quand 


l0g4, 127112 


Au contraire, soit une irrationnelle [ telle que, pour 7 2 y, 
an > ex(nPta), le, Le, lime, — 0 (on pourra l'appeler régulière 
dans la deuxième classification). On a, quand Æ —1, 


Ha (ditec GRie (B const.), 
si 
n n 
log an < (nR + 1) < B> PEL ps log a; (1 const.), 
1 1 
ou Si 
8 n—1 
ROSE rene Lan à à x8-+ dæ, 


1 


ce qui a lieu pour n assez grand. Î n’est pas un nombre de Liouville. 
Quand Æ — 2, soit une irrationnelle 1 telle que 


än=1+E[e(n?)], Gi > "CÈ (Le); 


on a 
Anti (Gi A2... an}, 
si 
n n 
logan+1 <1+ e[(n + 1)P] < HD er € BY log ai. 
1 1 
Oro 
E nan—i 
2 CAES = 1. 
Do er mp1 de 1H (2p)telr-1"; 


(n+1)P—(n—1)P< logé —log2p, 


c'est-à-dire, d’après 


; 2 p As 
n + 1)? = — 1) | 1 + en 4e 
( ï) (nr De (1 > , <a (V0 De (1+ = de 


4o(n—1)} 1< logf — l0g2p, 


où dnbbt ès 15 abhehée à 
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ce qui a lieu pour 9 <1 et 8 assez grand. Alors 1 n'est pas un nombre 
de Liouville. CIO NE DD: 


On peut résumer ainsi ce qui précède : 


Tuéorëme. — Dans la deuxième classification, une trrationnelle 
positive d'ordre (k, ») est un nombre transcendant de Liouville 
quand (k, p)>(2,1)et n'en est pas un quand (k,o )<(1, 1). 

Lorsque (1,1) <(#, p)£(2, 1), les deux cas sont possibles (). 


(!) Voir encore Mem. et C. R. du Congrès de Lyon (Assoc. franc. pour l’avanc. 
des Sc., 1906) et Bull. Soc. Math., 1906 : Sur les nombres transcendants dont le 
développement en fraction continue est quasi-périodique, et sur les nombres de Liou- 
ville. Dans ces notes, j'ébauche une classification des fractions continues d’ordre 
infini, et j'indique des cas étendus où, [ étant un nombre positif de Liouville, à la 
fois : r° I est une fraction qi"! quasi-périodique dans le système de numération de 
base g; 2° VI est une fraction continue quasi-périodique; 3° al(a entier), el et Il sont 
transcendants (comp. p. 155, note (1). Je signale aussi des quotieuts convergents de 
produits infinis d’entiers, et qui sont des nombres de Liouville. 

Conséquences : sin I est alors transcendant; si &, réel > o est algébrique, on connaît 
une limite supérieure de l’ordre de la fraction continue log. nép. «,, etc. 


M 16 
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Une fonction y de x qui satisfait à une relation de la forme 


(x) TATANANE=R0; 


où /, est un polynome en x et y, est dite algébrique. Si elle ne 
satisfait à aucune relation de cette forme, elle est dite transcendante. 

Parmi les fonctions transcendantes, on peut considérer celles qui 
satisfont à une équation différentielle 


(2) VACA ADa oc e pC 


d'ordre #, où f est un polynome en x, y, y, ..., y®. Cest le cas 


de.y =e, "elle que yl—"y; "de sinr, cos% ete RenenEe 
cas de » — Cr, CG et C’ étant des constantes arbitraires, qui est la 


La 
solution générale de Fee \ = 0. J'appellerai ces fonctions a/gébrico- 
transcendantes () et l'équation (2) une équation différentielle 
rationnelle. 

D'autre part, je nommerai fonctions hypertranscendantes celles 
qui ne satisfont à aucune relation de la forme (2). L'existence de 
pareilles fonctions résulte, avec plus ou moins d’ampleur, des tra- 
vaux de divers auteurs (?). Ainsi, d’après MM. Hôlder et Hilbert, la 
fonction eulérienne l'(æ) et la fonction {(s) de Riemann sont hyper- 
transcendantes. J'ai pu établir ($) au sujet des équations (2), ou des 


(1) C’est l'expression de M. Moore : les fonctions hypertranscendantes sont celles 
qu’il appelle transcendentally -transcendental. 

(=) On trouvera une bibliographie du sujet et des renseignements historiques dans 
une Note de M. Heinrich Tietze (Monatshefte für Math. und Physik, 16° année, 
P 001): 

(5) Bull. Soc. math., 1002, p. 200. 
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équations différentielles 
(2 bis) MICRN ER RER PH ea VO) = 0. 


où f est un polynome formé avec x, Y, J', -., Y® et un nombre 
limité / de fonctions de x arbitrairement choisies, par exemple, logx, 
lolo 4, é%.reet, ..., la foncüion elliptique p(æ), ..., le résultat 
suivant que je me contente ici d'énoncer : il existe une infinité de 
séries Ÿ au(x — 20)", de fonctions entières, de fonctions entières 
d'ordre fini déterminé, des mêmes séries ou fonctions ayant leurs 
coefficients rationnels, de séries divergentes sommables, de fractions 
conunues de Stieltjes, qui ne satisfont à aucune des équations de la 
forme (2 bis) correspondant à un même système £,, ..., &, Cr 

Je me propose 1c1 : 

1° De démontrer des théorèmes à peu près équivalents, pour les 
équations (2), au théorème fondamental de Liouville sur les nombres 
transcendants (Chap. Il), et analogues à un autre résultat obtenu par 
moi ailleurs (?); 

2° De faire voir sommairement que certains de ces théorèmes per- 
mettent de définir des ensembles de fonctions hypertranscendantes 
correspondantes, jouissant de propriétés analogues à celles des en- 
sembles de nombres correspondants de Liouville, au point de vue du 


Chapitre HI (*). 


(:) Le principe de la démonstration, c’est que la solution générale de (2 bis) ne 
contient qu'un nombre limité d’arbitraires. 

(2) Journ. de Math., 1902, p. 42, et Bull. Soc. math., 1903, p. 44. 

(*) Les résultats obtenus ci-après s'étendent aux solutions formelles divergentes 


des équations différentielles (2). 
—+ æo 


! Par définition, une série de Taylor S ou une série S — )E a,(æ — x,)" quelconques 
— © 

satisfont formellement à une équation de la forme (2) sous la condition suivante : 
j'opère sur $ comme si elle était absolument convergente : la valeur formelle d'une 
fonction de séries analogues à S est le résultat obtenu en ÿ substituant ces fonctions 
et ordonnant par rapport aux puissances croissantes de æ. $S satisfait formellement 
à (2) si, après substitution, dans la valeur formelle, les coefficients des diverses 
puissances de æ sont tous nuls. 

L'intérêt de ces considérations résulte de ce que la connaissance d’une solution 
formelle divergente peut fournir la valeur d’une solution de l’équation différentielle: le 
lecteur qui voudrait étudier la question des séries divergentes pourra se reporter aux 
Leçons sur les séries divergentes de M. E. Borel (Paris, Gauthier-Villars, 1901). 
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Préliminaires. 


Les solutions des équations différentielles (2) peuvent se diviser 
en deux catégories aux environs du point x, : 1° celles de la forme 


C2] 


D an(z — %0) 


(] 


(x, à une valeur déterminée, par exemple z,— 0) données par le 
théorème général de Cauchy, c’est-à-dire les solutions pour lesquelles 
on peut, pour æ=#, résoudre (2) par rapport à y, puis cal- 
culer ylAt1), 72), ...; 5° les autres, qui peuvent être de la même 
forme. 

Je considère alors les solutions de la forme 


C2 


> TNT — Lo) 


0 
il peut y en avoir des deux catégories. 
Pour celles de la première catégorie, elles seront convergentes, et, 
: d 
comme on sait, elles rendront de 0 pour z — 7, Les sue 
? dy (4) 


contraire, s’il y en a, l’annuleront pour x = x, (au moins formelle- 
ment, au cas où elles seraient divergentes). Soient Y,, Y, deux solu- 
üons de la première catégorie : 


Ma, L Ai(æ - To ) + + An(T— To) +... 
Vo = Bo Br = 5) +. ÆB,(r 7). 


On a, par exemple, 


dn Y; 
RUN, = RE (pour) 
Pour calculer Ÿ,, on choisit les valeurs 74, y, ..., y #79 de y, 


! = ) 

Va rer PT) pour æ —= x», on prend l'une des valeurs correspon- 
dantes de y déduite de (2), on la développe en série, ce qui est 
possible sous la forme 


PSS, PP ANS PE), 


nËR.» sd). à à = ni. ed 0 ét et D) ed SD Sd de ns à D CDS. de  oné 
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0 ; (À) à,(k+1) ; : ACT 
cubonture 70) Er L.., valeurs de 2 et ses dérivées quand x, y, 
! Ex s V: -! = 1 
HN 1 ontles valeurs x, yo, YEN; finalement, 


Vin CE — Bo, Po, Pos, PEN), 


Il en résulte que Y, et ses Æ premières dérivées ne peuvent, 
pour z—2%,, prendre les mêmes valeurs que Ÿ, sans qUONALN TD 
Donc, la différence Y, — Y, doit être pour æ — x, infiniment petit 
d'ordre infinitésimal au plus égal à Æ—1, c’est-à-dire à celui de 
(æ — 20} 1 : 


La différence de deux solutions distinctes D An(x — 5)" de (2) 


données par l'application du théorème de Cauchy au cas où x =x, 
nest pas d'ordre infinitésimal supérieur à k—1 par rapport 
à æ — Lo, quand x — x, est infiniment petit. 


On peut concevoir une division des solutions en deux catégories 
un peu différentes : je cherche une solution y telle que yet ses £ —1 


premières dérivées aient pour valeurs yo, ÿ,, -.., Yÿ "pour x = %o, 


1) 


mais je considère æ4, Yo: -..,yÿ" comme des indéterminées : 


(2) donne pour y(* un certain nombre de valeurs dont je choisis 


(A) 


. Supposant alors les indéterminées choisies de façon que 


l’une y 


(3) TR OR UE LS 


. . , Z ; A (k) = se 2 (+1 k+2 
je puis résoudre (2) par rapport à y", et en déduire y}, 5°? ,.…, 


c’est-à-dire finalement une solution unique, d’après le théorème de 
Cauchy. 

Ceci posé, soit Y une solution donnée à priori, Y, Y!, Y”, ..., 
prenant pour x = x, les valeurs Y5, Y,, Y,, ..., finies. Si, pour une 
valeur particulière x, de ,, ces valeurs satisfont à (3), on voit que 
Ÿ est une solution donnée par l'application du théorème de Cauchy 
pour æ—x,. Si l’on ne peut trouver une pareille valeur particu- 
lière x}, par exemple dans le voisinage de z,—0, où 5 — A on 
voit que Ÿ est une solution, non seulement de l'équation (2), mais 
encore de l'équation différentielle (3), où l’on efface l'indice o. L'éli- 
mination de y(® entre ces deux équations montre que D est solution 
d’une équation d'ordre < #; c’est d’ailleurs une solution singulière. 


Donc : 
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Une solution de (2) finie ainst que ses dérivées pour x = x et 
dans le voisinage (x, arbitraire, mais fixe), qui ne satisfait pas 
à une équation d'ordre moindre ou de même ordre k, mais de 
degré moindre en y, est donnée par l'application du théorème 
de Cauchy pour une valeur de x égale à rÿy ou une quantité æ; 


voisine de cette valeur x&ç ("). 


Développements et extensions des idées de MM. Gomes-Teixera 
et Hurwitz. 


. 


M. Hurwitz (?), rectifiant un résultat de M. Gomes-Teixera, a 


établi ce théorème : 
Taéorbue 1. — S la série à coefficients rationnels 
P= Qt GT... + ana... 


satisfait à une équation différentielle algébrique, il existe une 
fonction entière à coeflicients entiers 


VE) Vois EE Eye" 


et un nombre entier n tel que les facteurs premiers contenus dans 
les dénominateurs des fractions irréductibles a,, Anyi Œnra À 


(1) Dès lors, soit une solution de ( 2) 
= A+ AT EH AT ES 


convergente, ne satisfaisant pas à une équation d'ordre k et de degré moindre 
en y® ou d’orlre <Æ : elle s'obtient en donnant dans 


— 1 At 
PEER, Var Pis 90 ur 
: l URSS : : : : : 
Où Y1,Y4, +, 470 sont des arbitraires, æ, voisin de o, et # une fonction bien 
déterminée, à æ, une valeur fixe assujettie seulement à ne pas être égale pour cer- 


taines solutions à certaines valeurs particulières, et à FRA 0 ne y 1) des valeurs 
œ 


convenables. La solution générale de la forme Ÿ a,æ” dépend ainsi d'un nombre 


. . ñ . . 0 
limité d’arbitraires. 


(?) Annales de l'Ecole Normale superieure, 1887 et 1889, p. 330. 


, in ni. 
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divisent respectivement 
YC2),. yY(a)y(n +1), Y(n)y(n+r)y(n +), 


[nr est supérieur à la plus grande racine positive de (2): 


La méthode de MM. Gomes-Teixera et Hurwitz est susceptible de 
nombreuses applications, comme on va le voir; en particulier, on 
peut en déduire des propriétés analogues sans se préoccuper de la 
nature arithmétique des coefficients du développement de y. Il suf- 
fira de reprendre, développer et compléter convenablement les cal- 
culs de M. Hurwitz. 

Je vais d’abord établir le lemme suivant : 


Leume I. — Si une série de Maclaurin, à coefficients ration- 
nels, satisfait formellement à une équation différentielle 
d'ordre k, elle satisfait à une équation différentielle rationnelle 
d'ordre =k, où les paramètres sont des nombres rationnels, et 
même, st l’on veut, entiers. | 


En effet, si une ue à coefficients rationnels 
(4) S — Go + 5 
satisfait formellement à une équation différentielle rationnelle 
(5) V0 > AA Eee A A0, 


où les paramètres À sont quelconques, en exprimant que S est une 
solution, on obtiendra entre les À un certain nombre de relations 
linéaires homogènes R — o à coefficients rationnels permettant d’ex- 
primer un certain nombre d’entre eux à l’aide des autres Arts es 
A5, et S satisfait à toutes les équations différentielles analogues à (5) 
obtenues en donnant à A,, A:, ..., As des valeurs arbitraires, les 
autres paramètres étant déterminés par les relations R— 0. Prenant 
A,, A:,..., Ag rationnels, on voit que tous les paramètres À corres- 
pondants seront rationnels. On peut même alors supposer, si l’on 
chasse les dénominateurs, que tous les paramètres A sont entiers. 
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Donc, comme l'a indiqué d’ailleurs M. Hurwitz, le lemme I a bien 
heu. Corde 

Je considère maintenant une série S de la forme (4), dont les coeffi- 
cuents sont ou ne sont pas rationnels, et qui ne satisfait formelle- 
ment à aucune équation différentielle rationnelle d'ordre Æ et de 
degré plus petit en 7%, ou encore d'ordre < k (4 peut être égal à o, 
yY®= y), mais est solution formelle de (2). La série S est d’ailleurs 
convergente ou divergente, mais j'exécute en tout cas les calculs 
comme si elle était absolument convergente. On a 

A 


JE = 300 y'AFD + à AD fr gp, 


et S satisfait à 
(6) AE En fu 


S n’annule pas /;, puisque f% est ou d'ordre < k, ou d'ordre k, mais 
de degré plus petit que celui de f en 7%. On a alors, pour y =S, 


= Pk = Axl+ Alpes TPE. 


où À; 0, pour une valeur convenable de / : soit encore, pour (1) 
VY —= o: SRE r 2 d'après (6), 

(5) SAN ox + Yx = 0; 

Jr et gx sont des polynomes en x, y, y', ..., 3 * de degrés respectifs 
au plus égaux à À — 1 et } respectivement, si fest de degré total au 


plus égal à À par rapport à ces quantités. 
Soit S, la valeur de S® pour æ —0;ona 


à er T a x" 
S = So+ S — +...+ SU — +. 
1 n | k 
en ARS ; 
et ax = S. Par dérivation on tre de (7) 
SH pe SAHD EEE ÿh = 0, 
2 
(1) Dans ce qui suit, +, Ÿ;, 8, ... désignent des polynomes entiers en x, S, 


SA OU 


PO 


St dns 7 


OP NN PT QU PUR 


hd ‘st de Lait h” 


Minh +» sin. à 
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un 


Où %x, ©, sont de degrés < À — 1, y: de degré <À en z, 8, 
SAT, c'est-à-dire 


v )e "x — 
Sas Dre Yi — 0 


où Yxfi ne content que æ, S, S', ..., ST et est de degré £X par 
rapport à ces quantités. De même 


SA py + à SAS) D + SA 67 + 10e 
. ! > 54e, a STEN = 1 
mais Y,,, est de la forme S(4t2)5,,, + Ekpis Yars de la forme 


SK) Op + Er; 
donc 


DC, SES Sr 0, 


où wx,, est de degré < À — 1, /x42 de degré <X. 
Admettant en général que 


(8) S(x+2n) Ex + Slk+2n—1) Vrri+. N HSE) cle Ur 10. 


on voit qu'une relation de même forme a lieu quand on remplace nr 
par # +1 dans (8), parce que d:,, est de la forme 


SAR 0, + nérnet. 


Il suffit, en effet. de prendre deux fois la dérivée des deux membres 
de (8). 
Supposant dans (8)£+2nr—p,ona 


Short SD by +.. + Sr + pin = 0, 
si 
k+n+i<p—l=k+on—l, ou TETE, 


ce que j’admets; p étant alors fixe, ainsi que /, les degrés des poly- 
nomes ®4, Vépis -., Vxys sont © À — 1, celui de yh=1_1£ À, les valeurs 
absolues des coefficients de ces polynomes sont limitées supérieure- 
ment en fonction de Æ et /. 

Je prends g fois la dérivée des deux membres : 


; / 
(9) StP+9) ox + Stp+g-0(Clor + Vers). 


\ 


j / ee LR 
SE Stp+g=-D(GLor +. NO (7e, Je Xp+qg—l-1 = 0: 
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. ul 
Dans cette formule, les coefficients de S(?+9), ..., Stp+4—Ù ne s’an- 
u - (l) es rl 
nulent pas tous identiquement pour æ—0, car &j — MA; Z0 
pour æ— 0. (9) donnera donc, quand Z — 0, pour une valeur de x 


égale 40, 12, + oui 
(10) SP+7-0(bo+ big +... + bugt)= G(So, 2, SP): 


Dans cette formule, qui est très importante, et qui a été indiquée 
par M. Hurwitz (dans l'hypothèse, il est vrai, où iles S,, Re 
sont rationnels, mais cette hypothèse ne sert au fond que dans la 
suite de ses raisonnements), les paramètres b,, ..., b, qui inter- 
viennent sont indépendants de g. 

Les égalités (9) et (10) sont fécondes en conséquences; je vais, à 
ce sujet, distinguer plusieurs cas. 


Premier cas. — La série S a ses coeffivients rationnels. 


C'est le cas considéré par MM. Gomes-Teixera et Hurwitz. S,, 
! 
Ds ee 
paramètres de (2) [ou (5)] rationnels. Les numérateurs et les dénomi- 


sont rationnels, et, d’après le lemme I, on peut supposer les 


nateurs des quantités rationnelles b,, b,, ..., b, indépendantes de gq 
sont limités; G est un polynome en S,, ..., SP+7—2-1 à coefficients 
rationnels, de degré < À. Les dénominateurs de ces coefficients (mais 
non forcément les numérateurs) sont indépendants de q, car les 
dérivations successives ne peuvent augmenter les dénominateurs 
dans (8) et (9). En multipliant dès lors les deux membres de (10) 
par une quantité convenable b indépendante de 9, et plus peut 
commun multiple de tous ces dénominateurs, on a 
SP TT lee mg. -Ecagt)=b GS. STE, 
OÙ Co Cis +. Ca et tous les coefficients du deuxième membre sont 
entiers ; dès que q est assez grand, la parenthèse du premier membre 
est toujours >< 0. 
C’est de cette égalité que M. Hurwitz déduit le théorème [ énoncé 
plus haut. On remarquera que la démonstration ne supposant pas la 


convergence de S, ce théorème I est encore vrai pour les solutions 
divergentes. 
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On a, d’après (9), 


TROUS 0 Spot) 


PRRRAS BE Dh ne z . 
IS) du Date no Op T(Se, ..., Sr) fi), 


OÙ Papis ++. pr, avec 2+1</, sont des polynomes en g de degrés 
aæ—+1,..., /, dont les coefficients ont leurs dénominateurs indépen- 
dants de 9; quant à FT, on remarque que Yp4g_11 est encore de 
degré £ À par rapport aux x, S, S', .... et aussi, comme on le vérifie 
de suite, de degré = & par rapport aux S, S”, ..., si f est de degré £u 
par rapport aux y, 3”, .... l'est donc de degré £u par rapport aux 
SUD. 


OU)... 


On 


QE) — = — 
Sp —= Gras So 


où s, et £, sont positifs et premiers entre eux; on pourra poser 
Se — PAROI 


Con ret 0 


LR 


c'est-à-dire que Q, sera le plus petit commun multiple de #,,4,, ..., 


sont les plus petits entiers tels que Q,_, divise Q, : 


tn. G sera donc la forme (?) 


B,+4-« Va (8e - 4—11 


(!) Cette formule est encore vraie, bien entendu, lorsque les coefficients de f ne 
sont pas rationnels. 

(2?) On pourra arriver à une formule nettement plus avantageuse dans des cas 
étendus. D’après la formule (14) envisagée plus loin (p. 254), chaque terme de F a 
son dénominateur de la forme 

D=vMAti Lie 
avec 


Toit... +JkS JH=1 Jones (li) Ja M Q, p=k+2l#+ 02. 


: ; M —+ : 
Donc il en résulte, quand 4, +1> —+, Vét: 


Je suppose que chaque dénominateur Q, soit divisible par Q-1 : D divise v,Qf, 
qui divise v,Q,,, 4 1 dès que p + qg—x—1—%#, est au moins égal à p. Quand cette 
différence est < y, J4, = 1; alors, parmi les quantités j4,—1, Jk,—2, ..., la première, 
qui peut être 0, a son indice limité indépendamment de 4, et le produit corres- 
pondant es Es est limité supéricurement, quel que soit g : le nombre de ces 
produits distincts est limité. Finalement, le dénominateur D est de la forme 
Va Qprq-en et G de la forme BV Q 7x1 Dans ce cas on trouve, pour P, #0, 


au lieu de (12), 
| PM TIIIRES ar 
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où Byy-x est entier, et y un entier indépendant de g. Finalement, 
SPF DB, av Qc Mg EP Ca TO 


On déduirait rapidement de là le théorème I précité; le lecteur 
pourra le faire, ou se reporter au Mémoire de M. Hurwitz (!); je 
préfère observer ce qui suit : je pose d’abord p+qg—x=— m, d’où 


Co+ C19 +... + Cag* = do+ dm+...+dim= Dy, 


( . —1 — —1 O0 —1. 
Œin —= SU) = Avr ae Srlre == bBmY ROSE D ; 


SL mr 0, 
(12) sntee(sDAa0Ëe jt 


On obtient ainsi le théorème suivant : 


Taéorëme Il — Soit F(x)= JE snin(mi ter une série 
û 


déterminée à coefficients rationnels (sm, tm entiers positifs pre- 
miers entre eux), solution formelle d’une équation différentielle 
rationnellel déterminée en "x, y y, rd'ordre Eee 
degré£ x par rapport à y, y, ..., y®. Il existe une constante y 
et un polynome D, à coefficients entiers indépendants de m tels 
que, à partir d’une certaine valeur de m, on ait, quand sm 0. 


(12) Sat SNA OE jet 


Q»_1 étant le plus grand commun siviseur de to, t15 . ! fm1* 

Si, dans une série à coefficients rationnels de la forme F, 
convergente ou divergente, il y a une tnfinité de coefficients ne 
satisfaisant à aucune condition de cette nature, cette série est 
une fonction hypertranscendante (?). 


Il n’est pas difficile de former de pareilles séries : on prendra par 
exemple o <|s,|[£s pour une infinité de valeurs de 1, Qt, 


(!) Annales de l'Ecole Normale, 1889, p. 330. 


(*) Les conclusions restent les mêmes pour les séries et les équations différen- 
tielles à coefficients imaginaires : on pourra toujours supposer les # 
dans (12),s,Ëm» est le module de a. 


mn téels, et alors, 
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Ms L + 
Le Cm IOUNSECSL fixe et Jen, un entier qui croit constamment et 
indéfiniment avec m. On a, si L>2,,>2, Àims2up +1, 5» 0, 
WU  pÂmil> y 
Em, > En tnt = Uni tm; 
CRT ed er eu 0 CR T7 URI 


MY, —1 


[Ua 2 ! 
Con _ D Ne svDhQ_,, 
pour toute valeur de 5, y, u, D», dès que m est assez grand. Donc : 


Les séries infinies à coeflicients rationnels 


L_ 2] 
Fi(æ) = Sn im(ml}y om, 
1 


QU 6,0), élantiunentier qui. croit indéfiniment avec m 
el tm_, divisant t,,sont des fonctions hypertranscendantes quand 
O<|Sm| <5 (so nombre fixe) pour une tnfinité de valeurs de m 


BL entiers, LA réel). 


Le théorème Il ci-dessus a des analogies avec le théorème de 
Liouville (Chap. Il) et il conduit à une conséquence bien curieuse 
au point de vue de la théorie des nombres transcendants; dans des 
cas étendus (!), F(p'g-)est un nombre transcendant de Liouville 
quand p'q' est rationnel -£o. Ainsi les nombres F,(p'q"7') sont 
des nombres transcendants de Liouville (Chap. V, p. 103); F,(x) 
est une fonction génératrice de nombres transcendants (Chap. V). 
On pourrait appeler ces nombres des rzombres hypertranscendants, 
s’il devenait nécessaire de donner un nom spécial aux nombres 


déduits d’une fonction génératrice hypertranscendante. 
Deuxième cas. — La série S a des coefficients quelconques et 
présente des lacunes. 


Je suppose que la série S, convergente ou divergente, présente des 
lacunes, c’est-à-dire des suites de coefficients consécutifs Gns Œnpis se 


(:) En vue de leur détermination on pourra se reporter à mon Mémoire Sur les 
2 
fonctions monodromes et les nombres transcendants (Journ. de Math., 1904, 


p. 300, théorème Il). 
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nuls. Le premier membre de (6) a été obtenu en prenant p +g—# fois 
la dérivée de f, où y est remplacé par S. On peut choisir 1c1 


p=k+2l+o, p+g—k=gqg+2l+2=e. 


k ; à 5 ! : 
Si f est de degré £u en y,y,..., pet £\enx, y, 7,57 (4), la 
dérivée gi" de chaque terme 


(13) A 2% 7h y'À se Aix 


est une somme de termes de la forme 


A (k)j 
(14) BB yo y... V7, 
avec 
y... + = Ju +. Vi rte 
Jo+...+ ja + BEk— + 81< À. 


Pour obtenir ce dernier terme (14) on prendra d’abord 4, — 8, fois 


NOT 


la dérivée par rapport à æ; alors 4... est, à un facteur 


constant près, un des termes de la dérivée 5"%°= (5 — 4, + 5,)°®e de 


DRM EN ECTS. 
Soit 
N=i+on+...+(k+i)iwS(k +; 


pour tout terme de la dérivée première de Y, la quantité N', analogue 
à N,est égale à N + 1; pour la dérivée deuxième N/= N + 2, .. 
pour la dérivée aime, No) N + 5. Donc 


Xé 


(15) Jo+2fi+.e.+(lKitijn=N+o—u+82M+ag, 
où M, positif ou négatif, est indépendant de g. On a, a fortiori, 
puisque Jo+...+ Ja <u, 
(ki+i)u2M + 9, K2(M+g—mju1. 
Donc tout terme de (0) contient une dérivée de S dont l'indice 
estZ(M+g—mjut. 


Si, dans (10), on choisit p + q — à tel que Si+7-% — dhyy eo, 
le second membre est :£ 0 dès'que q est assez grand; par conséquent, 
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les valeurs a;— S{, où 
(M+g—u)u is <p+q—a, 
ne sont pas toutes nulles. Posant 


M=Pp+q—0, 
on a 


g=m—p+a, CM g— but (mEr)ut, 


où = est une constante indépendante de ». Dès lors, quand le coeffi- 
cient 4m est “0, le coefficient précédent -£o dans la série a son 
indice au moins égal à (m + +)u"t, où + est indépendant de m. 
: 
Taéoreme II. — Sort une série donnée D bmx, convergente ou 


0 
divergente, à coefficients quelconques, solution formelle d’une 
équation différentielle rationnelle donnée f— 0 d’ordre k et de 
degré =u en y, y', ..., 3%; on peut trouver un nombre fixer 
indépendant de m et tel que, si bn<0, dès que m est assez 
grand, le coefficient précédent -o dans la série a son 


indice Z(m+T)ut (t). 


En particulier, lorsque u —1, c’est-à-dire lorsque f — o est une 
équation différentielle linéaire, + est évidemment négatif et l’on voit 
que l'étendue de chaque lacune est limitée. 

Le théorème précédent révèle l'existence d’une foule de fonctions 


L -] 
hypertranscendantes. Ainsi la série DX7 Lo OÙ Dr +1 M7 Dr enler, 
0 
est hypertranscendante quand il ÿ a une infinité de valeurs de » pour 
lesquelles 5,,,5,' est plus grand que toute quantité donnée a priort 
dès que » est assez grand; ceci quels que soient les coefficients b,. 
Autrement dit, quels que soient ces coefficients, il y a une infinité 


ao 
de lois de succession des ©, qui rendent une série DZ x hyper- 
0 


transcendante. 


() Voir à ce sujet mes Mémoires des Annales de la Fac. des Sc. de Toulouse, 
1902, p. 456 et Journ. de Math., 1902, p. 19-57, où se trouvent déjà indiqués des 
théorèmes de mème nature. 
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Le théorème III peut servir de base pour les fonctions hypertrans- 
cendantes à une théorie en partie analogue à celle que j'ai développée 
dans le Chapitre HE pour les nombres transcendants de Liouville. 

Je choisis une fonction hypertranscendante 


æ 
a 
= ) bmx, 
0 


où les 6, sont des entiers croissants (my > Êm) jouissant de la pro- 
priélé suivante : pour une infinité de valeurs 7», de m, on a, dès que 
m, est assez grand, 


1 / 
(16) On+1 Pres > À, 


a! étant un nombre fixe arbitraire aussi grand qu'on veut (‘}. Je 
considère la série hypertranscendante analogue 


L 2 
12% = ) Cm'LT\r 
[0 


telle que, pour une infinité de valeurs », de m' correspondant à m4, 
Ym'41 > Ym' Nr — LEA Pr Ynri = Um Brnott 


où ln; Üm,æ1 Sont limités supérieurement et inférieurement; Ym,41 Yrs 
est 4, &, étant un nombre fixe arbitraire, dès que m, est assez 
grand. Je dirai que F,, qui ést une fonction hypertranscendante, est 
une fonction hypertranscendante correspondant à F ; il est évident 
que, réciproquement, F correspond à F,. 

On pourra encore considérer l’ensemble des fonctions correspon- 
dant à F; soit F, une fonction -£ F, et correspondant à F; 

2 


PSE Ù dypv TÔm" ; 


0 
on à 


N NI ! 

Oms = Un CE Oms+1 — Unit Bri+1) 
NN " NI 

Omy — Us {ms Oms+1 —= lnit1Ymatt 


N { ! 
CR le be AS OTELNIIITES supérieurement et inférieurement 
quel que soit m», | », satisfaisant à (16)]. Donc : 


(1) Dès lors, il Y a une infinité de valeurs m, de m telles que = Pr, soit un 
nombre croissant constamment et indéfiniment avec m4. 
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Deux fonctions hypertranscendantes correspondant à F se 


correspondent entre elles. 


La somme, par suite la différence de deux fonctions RPMES Cor 
respondant à F, est une fonction correspondant à F ou un polynome. 
En effet, soit, par exemple, Ôm, = Ym,; Fi+ F2, ordonné suivant les 
puissances croissantes de +, contient un terme en an, ; le terme qui 
suit a son exposant au moins ÉSal Soit a ,11, SOt à Omer ET 
Der Ours Dre, pi 0, Sont > 4%, si grand que soit le nombre fixe arbi- 
taire #,, pour une infinité de valeurs de m,. Toutefois, comme cas 
paruculier, F, + F, pourra être un polynome. 

Le produit F,F, est aussi une fonction hypertranscendante corres- 
pondant à F. Il contient en effet les termes 


+û Ôms+itY ma+1Ô 
Cms dm, TV: F5 Co dns+1T FR , Crns+1 dy dira !, 


tous les termes étant d’exposants supérieurs ou inférieurs. Or 
dns+1 (ms + nl, V1 Cm + Op je 


sont >#%,, si grand que soit le nombre fixe arbitraire 4!, pour une 
infinité de valeurs de m,. 

On remarquera d’ailleurs que les dérivées successives de F, F,, 
F;, ... sont aussi des fonctions correspondant à F. De même le pro- 
duit de F par un polynome est une fonction hypertranscendante qui 
correspond à F. Donc : 


Taéorëme IV. — L'ensemble E des séries hypertranscendantes 
correspondant à la série F'et des polynomes forme un groupe par 
rapport à l’addition, la soustraction, la multiplication (*) et la 


(1) Il resterait à examiner ici si l’on ne peut obtenir une propriété semblable pour 
la division en considérant au besoin un ensemble contenant E. Celte question sera 
traitée plus loin par d’autres méthodes. 

On remarquera que l’on peut indifféremment supposer que l’ensemble E ne com- 
prend que des séries toutes convergentes où qu'il renferme des séries divergentes; la 
croissance des coefficients de chaque série ne joue en principe aucun rôle. On peut 
lui en faire jouer un en spécifiant des conditions complémentaires, par exemple : 

1° Toutes les séries F ont un rayon de convergence 2 p' (p' nombre fixe); 

2° Toutes les séries F sont des fonctions entières d’ordre fini £p"; 

3° Toutes les séries F sont des fonctions entières d'ordre £ (Æ', p'), ec. 

Dans chaque cas, on obtient des ensembles E! analogues à E, contenus dans E, et 


jouissant des mèmes propriétés. 


M. 7) 
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dérivation. Tout polynome formé avec ces séries et leurs dérivées 


appartient à l’ensemble E. 


Troisième cas. — La série S est divergente et ses coefficients 
croissent suffisamment vite. 


C2 


Soit une série S > Gm(m\) #7 divergente qui satisfait formel- 


0 
lement à f — 0. Comme on l’a déjà indiqué, il résulte du théorème 
connu de Cauchy sur lPexistence des solutions des équations diffé- 
rentielles que f}" s’annule quand on y fait —0,y=@6, Yi=@, .…, 
y®= ax. Mais l’on peut supposer, comme on l’a vu, que f;w n’est 
pas nul identiquement quand on remplace y par S. 

L'égalité (9) permet d'obtenir une limite supérieure de la croissance 
des modules des coefficients a». Pour cela, on reprendra l’équa- 
tion (10); dès que g est assez grand, bd, + b,q +...+ b,gq* est £o. 
D’après (11) 


(p+q—a—1) 1 Q(p+q—t 
SP q Primera SP % PIS M9 Op+g «1; 


où À, est une constante indépendante de g et 5»:7_%_, le plus grand 
module des quantités S"= a», avec m£p+q—ux—1. Quant 
ADS ST) c'est 4 Pi OUL OR UE ON RES 
une somme de termes de la forme (14). Soit à le nombre des termes 
de f, tous de la forme (13); je vais trouver une limite supérieure du 
nombre des termes (14) pour lesquels 3,=o; il est inutile de 
compter ceux pour lesquels 5, 0; ils sont tous nuls dans F. Pour 
obtenir ces termes (14), on dérive d'abord chaque terme (13) &, fois 
par rapport à +, de façon à faire disparaître le facteur +, puis 
pag +2l+92—u, fois, et l’on déduit de chaque terme (13) 
au plus (!) uP termes (14), c’est-à-dire que Ap+g-t1 Contient au 
plus Ôuf termes distincts qui ne s’annulent pas pour T —0; chatte 
d'eux a son module ST RS où À, est une constante indépen- 
dante de g. Le module de T(S,,.., SP) est ainsi au plus 


(*) On considère la dérivée &,!Ayoy'a...7®% de (13) comme un produit formé 
de a, !A et de à, facteurs y, ..., à, facteurs y; la dérivée première de ce produit 
est une somme de +...+i<h termes a!lAyüy'i...7 Uk, la dérivée seconde 
contient au plus p? termes analogues, etc. 
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égal à 


Ô +2/+2 54 . 
0Y2 9 Ootostet ; 


on en conclut, d’après (10)et (11), 


< l 5 2 
lap+g-a | À! 0 p+g-as + Da pra? HenNes : 


Posant p + q—a=— m et remarquant que (!),siu >, 


I 
l UE He 
\q Sp+q—a—1 = s Asp yn—1 


I 
+2/+2 ob Se m gb: 
ka m7 Sp+q—1—1 St À RUE TpE 


À; étant une constante indépendante de m, on obtient 


[en (on 
|&m Re RE Lt ee (&> 1); 


É 


€ + 
Gm=H? ° Sm—1? 


où C0 est indépendant de m; si 8 est une constante convenable 7, 
on en lire 
Sn < O(UHE)? (e arbitraire > o), 


car il suffit 


On pen ( Q(u+e)” )H — punk Q(u+)" BpHE) TT £ per, 
(u+es)e Jlogô2(m+{t)logn+n(u+e)#-1l0g8, 
(p—+e})"-telogô2(m+Cjlogu, 


ce qui a lieu quel que soit m, sie et Ü est assez grand. Donc : 


C2] 


Taéorëme V. — Soit une série divergente donnée Ÿ an(m biz 
0 


à coefficients quelconques, solution formelle d’une équation dif- 
férentielle rationnelle donnée f — 0 d'ordre k'et de degré eu 
eny,y',...,y®; e étant une constante arbitraire © 0, on peut 


(:) Ce qui suit suppose p > 1; lorsque à —1 (équations différentielles linéaires), 
on à 5,051, < mi, où 0, est fini; on en conclut 


ja, |<A'(m1)%, 


où À’ est une constante. 
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trouver une constante posilive 6 >> 1 celle que 


| Œyn Te Se 


quand » > 1; lorsque bu —=1 (équations différentrelles linéaires), 


Où «& 
lam|£A'(ml}ù (A', 04 constantes). 


On voit que, si la croissance des | 4, | est assez rapide, plus exac- 


tement s’il y a une infinité de valeurs de "1 telles que 
|&rn le 27m, 


où lime» —+ pour ñr =, la série en question ne pourra satis- 
faire formellement à aucune équation différentielle rationnelle; car 


{pH C'opmn, 
puisque 
(u+e)rlog0 < 9% loge 


dès que m est assez grand. 


Voici encore une autre conséquence de la formule (10) : je consi- 
dère une infinité de solutions distinctes de f — 0, analogues à S, 
mais ne salsfaisant pas à == o et je suppose pour elles / limité 
supérieurement et € /,, en admettant que cela soit possible. La for- 
mule (10) détermine SŸ* en fonction de S,, S,, ..., SM, où À est 
limité en fonction de /, et des coefficients de / = 0. Par conséquent, 
deux de ces solutions ne peuvent avoir mêmes valeurs de S,, 
S', ..., SM; autrement dit, le développement de Maclaurin qui 


représente la différence de deux de ces solutions qui sont distinctes 
ne peut être, pour æ infiniment petit, d'ordre supérieur (2?) à æ. 


(1) On pourrait sans doute améliorer cette limite en tenant compte de (15) et de 
la note (?), page 251. Comparer avec mon Mémoire des Annales de l’École normale 
supérieure, 1903. p. 488-497. 

(°) On suppose que toutes les solutions considérées soient des séries de Maclaurin 

LL] 


ST 
Ÿ e,æ", convergentes ou divergentes, ou des polynomes. 
Q 


Le] 
Pour plus de commodité, je dirai que la série de Maclaurin V'e,x" est d'ordre 


* » . TR # ns s . ne . . a « 0 
infinitésimal égal à celui de +" pour x infiniment petit, mème si cette série diverge 


quel que soit +, quand le premier coefficient :£ o dans la série est e,. 
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Ceci posé, soit une infinité de solutions (s'ilyena), Ÿ , Ÿ 
G ‘cd 
pour lesquelles l n’est pas limité et qui tendent vers une limite com- 


S : : FR : É 
mune > , l Croissant indéfiniment avec n. Je conviens de dire par là 


que >: >, + 2». l’ordre infinitésimal de 8, pour æ infiniment peut 


croissant indéfiniment avec ». Je substitue D: _. D à la place 
[21 


de y dans LAS l’ordre infinitésimal du résultat pour æ infiniment 
petit est supérieur à tout nombre arbitraire, quand » est assez grand, 


puisque / est alors aussi grand qu’on veut, c’est-à-dire que > est 


solution de f/»=— 0. Par conséquent : 


Leume Il. — Quand une solution formelle D de l’équation 
différentielle rationnelle f—0, d'ordre k, ne satisfaisant pas 


a TE est la limite d’une suite indéfinie de fonctions > 3 

1 
. . A {4 

D ; DE ... ne satisfaisant pas à f;w—0, de façon que 

l’ordre infinitésimal de D — => pour x infiniment petit croisse 

indéfiniment avec n, parmi les fonctions > n'y en a qu'un 

12 
nombre limité (*) qui puissent satisfaire à l'équation f = 0. 


On suppose que > De de ... sont des polynomes ou 


co 


des séries de Maclaurin convergentes ou divergentes der a 
0 


Ce lemme est utilisé plus loin. 


(‘) Si eu effet une infnité des fonctions ps satisfaisait à f —0, on pourrait 


trouver 7, et 7, assez grands pour que De De 103 DE D >.) 


soit d'ordre infinitésimal aussi grand qu’on veut pour x infiniment petit, D Et 
LE 
D étant solutions de f — 0. D'après ce qui précède, la quantité / ne peut être 
na 


: , LS ; ; : Dee 
limitée pour ces fonctions. Il en résulterait que À serail une solution de 1,0) 0, 


contrairement à l'hypothèse. 
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Autre méthode. 


Les méthodes ci-dessus s'appliquent commodément aux solutions 
des équations différentielles rationnelles pour trouver certaines lois 
relatives aux lacunes, ou encore à la croissance des coefficients ou 
des dénominateurs des coefficients supposés rationnels, quand ces 
solutions sont développées suivant la formule de Maclaurin. Mais 
elles semblent d'application difficile lorsque les solutions sont 
données comme limites de fractions rationnelles, par exemple comme 
quotients de deux séries ou sous forme de fractions continues algé- 
briques. Je vais indiquer ci-dessous une autre méthode qui conduit 
à des propriétés paraissant en liaison tout à fait intime avec le 
théorème fondamental de Liouville pour les nombres transcen- 
dants (Chap. I). 

Incidemment je ferai connaître quelques résultats accessoires sur 
les fonctions algébriques et les solutions des équations différentielles 


linéaires. 
Fonctions algébriques. — Soit l'équation algébrique 
(7) TANRTE AE TE 


On peut l'écrire 
Po(r)+y Pix) + y?Po(x)+...+ ySPr(x) = 0, 


où Ps, P,...., Ps sont des polynomes de degré Pan Pate Ees 
ne ee : 
On peut d’ailleurs supposer P, (x) Zo. Si alors une série 


= AmTN + Ans "T1 +... (am 0), 
est solution de (17), ou voit que 
JPitr)+ y Par) +...+ ySPS(r) 


doit avoir un terme en + de degré £ po, après substitution de la 
série y; il en résulte donc 


m<po. 
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Leume IIL — Toute série 
= An TN Happy ml .., (am < 0), 


ordonnée suivant les puissances croissantes de x et satisfaisant 
à (17) est telle que le degré m de la plus petite puissance de x de 
coefficient an <0 dans cette série ne dpasse le degré du poly- 
nome en x indépendant de y qui figure dans (15). 


Equations différentielles linéaires. — La marche suivie pour 
établir les théorèmes [et Il permet de montrer que, si une série 


de Maclaurin DEN (m>o), donnée satisfait à une équa- 
m 


üon différentielle linéaire donnée 
(18) f = Boy + Bi PH + By + By, = 0, 


où les $;sont des polynomes en x de degré £ À, l’indice m du premier 
coefficient de la série qui est <£o est limité en fonction de k et du 
degré À ou, plus exactement, du degré X de 84. Ici, en effet, fn = By. 
Mais, en vue d'arriver à plus de précision, j'établirai directement le 


lemme suivant : 


Le: 
Leume IV (1). — Toute série de Maclaurin y pr qui 
0 
satisfait formellement à l’équation différentielle linéaire 


Boy + By +... + Bey Æ Brun = 0, 


dont les coefficients sont des polynomes de degré <q, a pour 
indice m de son premier terme < o un nombre £q+c, où cne 
dépend que de k et des coefficients des polynomes. 


En effet, la substitution de y dansle premier membre de l'équation 
différentielle donnera un résultat identiquement nul 


Bo +Bir +... +B,;z"—+<...—=0, 


(:) Ce lemme s'applique même si y n’est qu’une solution formelle divergente, ou si 
Le coefficient de y est nul pour æ = 0. 
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Bi 10 B1=—0, es B=—-10, FE 


le coefficient a, figurera au plus, puisque 


JA = Kklar;+(k+ir) larxnr+...+ n(n—1)..(n—kK+1) ana k+..., 
dans 
Bh-};, B;-x11, .…s B;+9- 
Di 
Bo cp) + cr +...+ cP'x7 
RICE NU CORNE Dieu 
Brie = 0 ED NP cg 
. à LELTU EE 
le coefficient de x” est (avec a; — 0 pour £<0, © —0o pour 
TIQUE 


{ } 
Brech ar coNan are. Een 


+ CN (n +1) au +... + (n—g +i)an-q#4 


+ cn + Æk)..(n +ranse++c(n+k-q).{(n+1-q)anrk-g 
ae c(E+1), 


Dès que n Zg +1, B:,, se déduit de B, par le simple changement 
den en nr +I. 
Pour une valeur de », soit a,,7 ([<k) le coefficient d'indice le plus 
; Fe 2 P 
élevé de B, tel qu’un au moins des coefficients c/? qui le multiplient 
Ï Fast | P 
dans B, soit différent de 0. B, est de la forme 


Dn+t Anti + On+t—1 Entii +... = O0; 


Dati XA HT... 


] 


#2: a, -.. sont des polynomes en x + { de degrés À, À— 1, . 


We 
avec À © kÆ, de la forme 


XX = Ar(n+l)(n+l—ir)...(n+l—X +0. 
D’après la facon dont on a choisi &nyt, Von peut supposer À; < 0. 


Alors 5,,, est un polynome en x + /, de degré effectif }, non iden- 
tiquement nul, et qui s’anaule pour au plus À valeurs de n + {. Ces 
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valeurs ont leurs modules limités (!) eu fonction des coefficients ee 
et de Æ (g n'intervient pas). 

Done, lorsque » + l'est supérieur à une certaine limite y — 1, OÙ y 
ne dépend pas de 9, B, — 0 détermine an4r en fonction des coeffi- 
cients d'indice plus petit par une équation linéaire homogène qui est 
une formule de récurrence. Les coefficients &,, CR NC et EN 
peuvent être tous nuls, sans quoi B,—o, qui ne contient que 
k + q +1 coefficients au plus, montre qu'il en serait de même de tous 
les a». Dès lors, un des coefficients a», avec 


mEv+k+qg=gq+e, 
She "O: Co Doi ne 
Je vais déduire de là le lemme suivant : 


: 


LemmE V. — Soit l'expression (notations du lemme IV) 
E(y) = Boy +...+ Bay® + Peu: 
st l’on substitue à y une série (convergente ou divergente) de la 
forme 
AE Chr TENTE 
avec ar <0, r entier, E(y) devient une série 
Bit Bioæ tt... ; 
quand r2q+2+k+ A4, on a 
E(y) 0, S+I£r+gq. 
En effet, le résultat de la substitution est de la forme 


Bo Biz... pB;x6,.,. 


; es 
Soit Bo —B,—=...—B,—=0, et am, le coefficient de y d’indice 
le plus élevé contenu effectivement dans B,, avec —qg£{l£k;ona 


A = A =... — Ep = 0, 


(‘) On voit (NIEWENGLOWSKI, Algèbre de Math. SPEG., till 02 édition, ae 
A. Colin, 189r, p. 418) que ces valeurs sont au plus égales à A h% GiSLAR? le maxi- 
mum du module du rapport de deux coefficients cW? et À, étant limité en fonction 
de # : A, est, en effet, un des coefficients cf). On prendravy=2+ ha. 
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et, d’après le raisonnement du lemme précédent, 


= he = 


pourvu quef[note(!), p.265] s+l2q+k+2+hu, r2q +k+o2 NT 
alors, puisque a,£ 0, SH l£r—:1, 


s£r+qg—i1, S+i<r+g, 


inégalité qui a encore lieu quand r2q + k + 2 + Dia se 
C. Q+ F: D: 
Je vais maintenant établir le théorème annoncé, tout à fait ana- 
logue au théorème arithmétique de Liouville (Chap. 1). 


Tuéorëme ronpamenTaL VI. — Soit (x) une fonction non ra- 
tionnelle donnée, quotient de deux séries de Maclaurin (*) 


\ —1 


œ æ 
Ë = > CmT? > dx” ? 
0 / 


0 


(19) MOTS CRC: RNA EE. 


des fractions rationnelles, fonctions réelles ou imaginaires de x, 
en hombre infini, ayant des valeurs distinctes; par hypo- 
thèse, E—T, est, pour x infiniment petit, un infiniment petit 
d'ordre (?) a, toujours crorssant avec n, et les P,, Q, sont des 
polynomes en x de degrés respectifs pr, qn, dont l’un au moins 
croit indéfiniment avec n. 

Lorsque Ë est solution d’une équation différentielle rationnelle 
déterminée 

Sa,7:7', .., y )=o 


d'ordre k, sans satisfaire à une équation différentielle ration- 
nelle d’ordre k et de degré moindre en y %, ou d'ordre moindre 
que k, l’on a, dès que n est assez grand, 


(20) LE—I,| >] [fft+prran, 


(1) Les séries sont convergentes ou divergentes; une d'elles peut se réduire à un 
polynome. 
(*) Ceci veut dire que & — I, est égal formellement à une série de Maclaurin dont 


le terme de degré le moins élevé est en æn : une remarque analogue s'applique 
à (20). 
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pour x infiniment petit (N est positif et ne dépend que de k et 
des paramètres de f). 


Soit d le premier des coefficients du dénominateur de E qui 
est <o : Ext — I, est, pour æ infiniment petit, d'ordre #4} — w, 
et 6% limite des fractions 1,x° : de plus, £x® est, en même temps 
que £, solution d’une équation différentielle d'ordre Æ de même degré 
en y(%), sans satisfaire à une équation différentielle d’ordre < #, ou 
d'ordre Æ et de degré plus peut en y®. Il suffit alors de raisonner 
sur E x®, c’est-à-dire que je puis supposer d, < 0 dans E. 

Ceci posé, soit 


LETTRE y, nue EU = y = I + 20, 
On a, par la formule de Taylor pour les polynomes, 


(21) DS Lee Re RE AU) (21,2 2e 100) 
(7 1», UT 11) 
= hf, + +R Pie +...) 


Pn et n étant les degrés du numérateur et du dénominateur de [,, les 


[' 


degrés du numérateur et du dénominateur de 1}, 1, ..., If ne dé- 


11 
passent pas respectivement 


Prat 3Qn et ÂQn) 


Pn +(2Ë— 1)gn et 2697. 
1° Soit d’abord 
CR, ls -.., 1) 2 0 


pour une infinité de valeurs de »r que je considère : c’est une fonction 
rationnelle dont l’ordre infinitésimal estau plus égal au maximum du 
degré du numérateur. Si 


TEA giyloy Jr, 


ce degré est au plus égal à une expression de la forme 


(22) X+ L'pn + Vn SN (+ Pn+n) 
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où d, y, v', N sont limités en fonction de k et des 7, &o, Lim RU DE 

Dans le dernier membre de (21), tous les termes ne peuvent être 
nuls identiquement Ÿ ('); sinon, en effet, on aurait f(x, l:, .……, 
1#)—o, contrairement à l'hypothèse. Dès lors, le dernier membre 


de (21) peut se mettre sous la forme d’une fraction 
Nit(aha+ @hh+...+ an RD + bi h7 +...) 


OÙ &, Ai, An; 01, ... sont des polynomes en x, le numérateur ne 
contenant aucun terme indépendant des L,, h,, ..., A? , et le déno- 
minateur N, étant un polynome indépendant de ces quantités, déno- 
minateur commun de /fi,, .-., fiw, .... Ces dernières expressions 
sont elles-mêmes des polynomes dont les dénominateurs sont de 
degré £ 4 + vin, Où À, v, sont limités en fonction de k et des expo- 
sants de f; le dénominateur commun est donc de degré £ À: + v>Qn; 
où À», v» sont limités de même. Si alors L, est de l’ordre de z% pour x 
infiniment peut, AŸ est de l’ordre de x27#, c'est-à-dire d'ordre 4, — 4, 
Nx d'ordre 3 +vY2qn, et le dernier membre de (21) d’ordre au 
moins égal à 


An — K — h3— Vo In. 
Le deuxième membre de (21) étant d'ordre au plus égal à 
N(I+ Pn +n) 
d’après (22), (21) est impossible dès que 
an > KE ++ VoQn +N (+ Pn+ In), 
ou, a fortiori, dès que 
(23) An > P(T+Pn+n) 


où p est limité en fonction de Æ et des exposants de f. 
Dans le cas considéré ici, le théorème se trouve ainsi établi. 
Eu? à . 
2° 6 étant une solution de f = 0, 


(24) JU lien 


a lieu à parür d’une certaine valeur de n. 


(7) Au besoin on le vérifierait par dérivation. 


re Vip 
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IE ee : 
a. Je vais d'abord considérer le cas où f—0 est une équation 
linéaire 
F = boy + biyE 0 +, byy + by = 0, 
Do, bi, ..., bx,1 étant des polynomes. On à 


DD PA LU D ET, + b RD +... b; ie 


Par hypothèse, 1, est solution de l'équation linéaire en question 
ainsi que £. 
Alors 2, est solution de l'équation différentielle linéaire homo- 


oène 
le] 
biz + D, 26 L,, + byz =o, 


mais À, est formellement développable en une série 
CR DEC TA TEE, 


où /' est l’ordre de ,, c'est-à-dire est aussi grand qu'on veut pour n 
assez grand. Les degrés de b,, ..., dx étant fixes et indépendants 
de 7, on est conduit à une impossibilité dès que n est assez grand, 
d’après le lemme IV précédent. 

Le théorème est ainsi complètement établi lorsque f — 0 est une 
équation différentielle linéaire. 


b. Je prends le cas général : f'est ou non linéaire. Ou bienil y a 
une infinité de valeurs de » telles que f;w s’annule pour y —1,, ou 
cela n’a pas lieu. 

S'il y a une infinité de valeurs [,,, L:,, ... qui annulent fw, et 

; LEA ; 

si É — 1, +, en substituant £ à y dans fx, On voit que, pour x 
infiniment petit, l’ordre infinitésimal du résultat est aussi grand qu’on 
veut dès que x; est assez grand [formule analogue à (21)]. Donc Ë 
serait solution de f{w— 0, contrairement à l'hypothèse. 

Si, à partir d’une certaine valeur de n, [, n'annule pas f,u, ê ne 
l’annulant pas non plus, il résulte du lemme IT que, parmi les 14, 11 
ne peut y en avoir qu'un nombre limité sausfaisant à f— 0, résultat 
contraire à l'hypothèse. OR 0: 

Le théorème fondamental comporte ce corollaire évident : 


CorozLaire. — Lorsque 


Cap LT) < 1e 44Pntan, 
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si grand que soit le nombre fixe arbitraire positif à dès que n 
est assez grand, & est une fonction hypertranscendante. 


. . x . . Fr « . . 
£ satisfaisant à (25), soit une autre fonction £’ analogue à £, limite 


d’une suite de fractions I! telles que l’on ait, soit 


Pn = XnPn; In = l ns 
soit 
Pn= nn; In = ln Pn: 
où #, et {, sont limités supérieurement et inférieurement quel que 


soit À : on a encore par hypothèse 


| Le je | < |æ | A+ Pr tn), 


dès que n est assez grand. Les deux fonctions £, £’ seront dites cor- 
respondantes. 

Soit E, l’ensemble des fonctions correspondant à £ et des fractions 
rationnelles. On voit successivement les propriétés suivantes : 

Deux fonctions E/, €” correspondant à une même troisième E se cor- 
respondent entre elles; la somme de £/ et d’une fraction rationnelle F, 
le produit F£/ appartiennent à E, ; la somme ou la différence £ Æ £” 
appartient à E, ; les dérivées successives de £/, le produit A quo- 
tient £/€"! appartiennent à E.. 

En ce qui concerne le quotient, il suffira de s’assurer que ET! fait 


partie de E,. Or 


E=lr+ ha 
EL tt) Ra(Ela)t; 


” se RE. : -4 RARE ra 

ë est la limite de la suite des fractions 1}! de degrés p!,— 4x, 

In Pr au numérateur et au dénominateur, et £! correspond à E. 
Finalement, on conclut de là ce théorème : 


Taéorème VIT. — Toute fonction rationnelle de x et de fonc- 
tions de E, appartient à E, ; en particulier, toute fonction ration- 
nelle de x, &, #!, ... et leurs dérivées appartient à E, ('). 


Il est, semble-t-il, difficile d'obtenir une analogie plus complète 


(") L'ensemble T des fonctions qui sont solutions des équations différentielles 
rationnelles jouit de propriétés semblables. Û 
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VE 


avec les considérations du Chapitre III. Le théorème fondamental VI 
paraît ainsi susceptible d'applications tout à fait analogues à celle du 
théorème fondamental de Liouville (Chap. ID) sur les nombres trans- 
cendants. Mais je ne m'étendrai pas davantage sur ce point. 

Je remarquerai néanmoins que le théorème VI permet de retrouver 
le théorème II et ses conséquences. 


Le] co 
—1 
Je suppose, en effet, £ — Ÿ Am ZE ÿ bnx®m) , où, pour 
0 0 
une infnité de valeurs m' de m, wmv >, w,,,0,'>> a, si 


grand que soit le nombre positif x’ donné a priori, et w!,— LmOm) 
&m> 0 et limité supérieurement et inférieurement : £ est la limite 


des fractions 
LM \ —1 


m 
I» = > An TUn > bras) ; 
ND ? 


0 / 


quand »2 croît indéfiniment ; d’ailleurs £ — [,, est de l’ordre de z®m174 


! D 


ñ n° 5 ins f S 1 —= — 
Re au noms (H Constante). Ici Drm, gum —0,; 


Dm (On Sn) ts Dur (Om+w,) ! Croissent indéfiniment avec m. 
D’après le théorème VI, si £ n’est pas une fonction rationnelle, c’est 
une fonction hypertranscendante : on retrouve ainsi comme cas 
particulier le théorème II. 

On considérera les fonctions £/ analogues, quotients de deux fonc- 
tions correspondant au numérateur de Ë au sens de la page 259. La 
somme, le produit, le quotient de deux fonctions £/ sont de même 
forme et ont mêmes propriétés. Finalement, on obtient pour l’en- 
semble E\ des fonctions £, €, ... et des fractions rationnelles un 
théorème tout semblable au théorème VII, et que je me dispense 


d’énoncer : ce théorème comprend le théorème IV (1). 


Remarque. — Soit f(x) une série à coefficients rationnels : st 
f(&), pour une valeur 4 rationnelle où algébrique, est transcendant, 
il en résulte bien que f(x) est une fonction transcendante. Mais il 
n’y a pas réciprocité. 


(:) Il semble qu'il y aurait lieu d'essayer d'obtenir un théorème analogue au théo- 
rème VI pour les fonctions & limites de fractions T, telles que Ë — I, tende suflisam- 
ment vite vers o (x fini) quand n croit indéfiniment et soit développable en série 
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Le développement en série d’une fonction rationnelle y à coeffi- 
cients rationnels a ses coefficients rationnels et est rationnel pour 
toute valeur rationnelle de z; mais un pareil développement n’est 
jamais une fonction entière : il est toujours de la forme x -®S(x), où 
S(æ) est un polynome ou une série dont le rayon de convergence 
est limité. Dès lors une fonction entière à coefficients rationnels est 
toujours une fonction transcendante. On a formé au Chapitre X des 
fonctions entières à coefficients rationnels qui n’ont que des valeurs 


rationnelles pour x rationnel. 


rapidement convergente procédant suivant les puissances croissantes de æ dans le 
voisinage de x = 0. Ce serait ici la décroissance des coefficients des développements 


qui jouerait un rôle. 
On peut aussi considérer des ensembles analogues à E,, E', mais moins généraux, 


qui jouissent néanmoins de propriétés semblables, par analogie avec ce qui a été 
indiqué à propos du théorème IV et de l’ensemble E [note (!}, p. 253)]. Ainsi on 


rs 5 : gx ® 3 
pourra spécifier que & est le quotient de deux fonctions entières ) Tr, Y b,.T°m, 
27 


c'est-à-dire une fonction méromorphe, etc. 


FIN. 
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